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Vorwort

Die Vorlesung Thermodynamik, physikalische Chemie und Strémungsmecha-
nik vermittelt die physikalischen Grundlagen insbesondere fiir das Verstand-
nis thermodynamischer Prozesse in der konventionellen und regenerativen
Energietechnik. Begleitend zur Vorlesung gibt es Ubungen zur Vertiefung
der Inhalte. Das Skript umfasst die Themenfelder der (technischen) Ther-
modynamik und der Einfithrung in die Strémungsmechanik.

Dieses Skript ist aus der Ubertragung meiner handschriftlichen Aufzeich-
nungen entstanden und soll dazu dienen, den Studierenden wahrend der
Vorlesung die Moglichkeit zu geben, sich eigene Notizen zu den Ausfiithrun-
gen wihrend der Vorlesung zu machen. Hierzu ist im Skriptteil der rechte
Bereich der Seite jeweils freigelassen, um dort handschriftliche Kommen-
tare zu ergénzen. Dies kann sowohl bei ausgedruckten Skripten als auch
elektronisch auf einem Tablet erfolgen.

Anzumerken ist, dass dieses Skript kein Lehrbuch ersetzt, sondern nur in
Verbindung mit der Vorlesung sinnvoll genutzt werden kann. Fehler kénnen
in dem Skript nicht ausgeschlossen werden; sollten Sie Fehler finden, geben
Sie mir bitte eine Riickmeldung.

Ein grofler Dank gilt an dieser Stelle Herrn Sid Maage, der bei der Erstellung
der ersten Rohfassung des Skripts sowie der Ubertragung der handschriftli-
chen Aufzeichnungen und der Abbildungen unterstiitzt hat.

Birkenfeld, 20. Oktober 2025 Prof. Dr. Henrik te Heesen
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Thermodynamische GroBBen

Wichtige thermodynamische Grélen in diesem Skript. Die Groflen sind alphabetisch nach dem Gleichungszeichen sortiert. Teilweise sind Gleichungszeichen doppelt
belegt, sodass sich die Bedeutung der Systemgrofie aus dem Zusammenhang ergibt. Fett geschriebene Buchstaben « stellen vektorielle Groflen dar, normal geschriebene

Buchstaben x sind skalare Gréen. Sind die Groflen einheitenlos, so ist als Einheit 1 angegeben.

Systemgrofie Variable Einheit Gleichung
Beschleunigung a ms—2 a=dv/dt=0v=35
Kohésionsdruck a Pam3mol?

Fléche A m?

Kovolumen b m? mol~!

Spezifische Wéarmekapazitét c Jkg 1K1 = QAT
Wiérmekapazitat C JK! C=c-m
Molare Warmekapazitét Cum Jmol 'K~ Cy=C/n=c-M
Molare isobare Warmekapazitét Cwmyp Jmol 1K1 Cmyp = %
Molare isochore Warmekapazitét Cmy Jmol 1K1 Cuy = TV
Energie E J E=[F-ds
Kraft F N = kgms—2 F=m-a=p
Freiheitsgrad f

Enthalpie H J H=U+p-V
Masse m kg

Massenstrom m kgs~! m =dm/dt
Molare Masse oder Molmasse M kg mol ! M =m/n
Molzahl oder Stoffmenge n (oder n) mol n=N/Ny
Polytropenexponent n 1

Anzahl Teilchen N 1

Druck P Pa = Nm—2 p=F/A
Impuls P kgms™! p=m-v

Fortsetzung auf ndichster Seite
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v
1
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Fortsetzung auf ndchster Seite
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Physikalische Konstanten

Wichtige physikalische Kontanten in diesem Skript. Die Gréflen sind alphabetisch nach dem Variablenzeichen sortiert.

Physikalische Konstante Variable und Wert
Erdbeschleunigung g=98lms?2
Boltzmann-Konstante kp =1,38064852 - 10"23J K~ = £l
Avogadro-Konstante Na = 6,022140857 - 10?3 mol~!
Universelle Gaskonstante R = 8,3144598 Jmol ' K—!
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1 Einfiihrung in die Thermodynamik 1

1 Einfiihrung in die Thermodynamik

1.1 Allgemeines

Die Thermodynamik ist eine allgemeine Energielehre, die sich mit verschiedenen Er-
scheinungsformen von Energie und deren Umwandlung befasst. Dabei beschreibt die
Thermodynamik makroskopische Effekte, das heiBt die Uberlagerung der Bewegung aller
Teilchen (Atome bzw. Molekiile) in einem System sowie die Wechselwirkung der Teilchen
untereinander.

Sofern nicht anders angegeben, werden im Folgenden Systeme mit nur einer Teilchenart
beschrieben. Chemische Reaktionen der Teilchen untereinander bzw. Umwandlungspro-
zesse werden nicht betrachtet. Dariiber hinaus sind die Systeme homogen, das heifit das
System befindet sich im Gleichgewicht und weist iiberall im Raum die gleichen physikali-
schen und chemischen Eigenschaften auf. Das thermodynamische System lésst sich {iber
Zustandsgrofien beschreiben. Das (quantenmechanische) Verhalten eines einzelnen Teil-
chens im Gesamtsystem spielt keine Rolle, da sich einzelne Zusténde der Teilchen zu den
makroskopischen Zustandsgréfen summieren. Die fiir die Thermodynamik wesentlichen
Zustandsgroflen sind

— die Anzahl der Teilchen in einem System N bzw. die Stoffmenge n,

— das spezifische Volumen des Systems v als Quotient aus dem Volumen V und der
Gesamtmasse m des Systems,

der Druck p,
— die Temperatur des Systems 71" und

— die innere Energie U.

Ein thermodynamisches System besteht aus einer Vielzahl von Teilchen. Bei diesen
Teilchen kann es sich um Atome oder Molekiile, aber auch Ionen oder Elektronen handeln.

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



1 Einfiihrung in die Thermodynamik 2

Die Anzahl dieser Teilchen N ist eine dimensionslose Zahl. In der makroskopischen
Welt, in welcher die Gesetze der klassischen Physik gelten, wird tiblicherweise mit
Stoffmengen N gearbeitet. Die Stoffmenge wird in der SI-Einheit mol angegeben. In
einem System mit 1mol Teilchen befinden sich 6,022-10% Teilchen. Die zugehérige
Proportionalitatskonstante wird als Avogadro-Konstante N5 bezeichnet

Np =6,022-10% mol ™' . (1.1)
Damit gilt also fiir die Anzahl aller Teilchen N in einem System und der Stoffmenge n
N=Np-n . (1.2)

Aus der Avogadro-Konstanten ergibt sich die Unterscheidung zwischen der klassischen
Physik, die sich mit makroskopischen Effekten beschéftigt, und der Quantenphysik, bei
der einzelne Teilchen betrachtet werden.

Enthélt ein System mehrere Teilchenarten (z. B. unterschiedliche Molekiile), so wer-
den Teilchenanzahl sowie Stoffmenge fiir jede Teilchenart einzeln mit einem Index X
ausgewiesen.

Zur Grofienordnung der Avogadro-Konstante Ny4:

Ein Jahr hat 31.536.000 Sekunden,

= Das Universum ist etwa 13,45 Mrd. Jahre alt, das entspricht etwa 4,24 - 1017
Sekunden,

= Hatte man bei der Entstehung des Universums damit begonnen, 1.000 Teilchen pro
Sekunde zu zihlen, wire man heute bei ca. 4,24 - 10%° Teilchen angelangt, also gerade
einmal 0,07 % von Ny.

Aus der Masse m; eines Teilchens und der Anzahl der Teilchen N folgt die Gesamtmasse
m der Teilchen in einem System

m=m;-N . (1.3)
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1 Einfiihrung in die Thermodynamik 3

Die molare Masse M gibt die Masse von einem Mol Teilchen an

k
M=""cm Ns , M =2 (1.4)
n mol
Beispiel
Berechnen Sie fur die chemische Reaktion von einem Mol molekularem Wasserstoff
und einem Mol molekularem Chlor die molare Masse des Produkts Salzsdure. Die

molare Masse von Wasserstoff ist My, = 2,02 g/mol und von Chlor Mcy, = 70,91 g/mol.

Losung
Bei der Reaktion gilt die Massenerhaltung, d. h. die Gesamtmasse vor und nach der
Reaktion muss gleich bleiben. Die chemische Reaktionsgleichung lautet daher

1 mol Hy + 1 mol Cly — 2 mol HCI . (1.5)
Fir die Massen folgt
1 mol- 2,02 g/mol + 1 mol - 70,91 g/mol = 72,93 g . (1.6)

Da bei der Reaktion 2mol Salzsdure entstanden sind, ergibt sich die molare Masse
von Salzsdure

72,93 ¢
~ 2mol

= 36,47 g/mol . (1.7)

Die molare Masse von Salzsidure betragt also 36,47 g/mol.

Eine weitere relevante Groéfle in Bezug auf die Molzahl ist das molare Volumen oder
Molvolumen Vj;, welches sich aus dem Quotienten des Volumens V und der Molzahl n
ergibt und die Einheit Kubikmeter pro Mol tragt

Vi =~ . (1.8)

n
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1.2 Hauptsdtze der Thermodynamik 4

Imol H, + Imol CbL — 2mol HCI

QD o0 8 A 9
oo ®
M =2,015 gmol!; Mc=70,906 g mol! = Mzuc1= 36,46 g mol!

Abbildung 1.1. Reaktion von Wasserstoff und Chlor zu Salzséure.

1.2 Hauptsatze der Thermodynamik

1.2.1 , Nullter” Hauptsatz

Wenn System A und System B die gleiche Temperatur haben und wenn
System B und System C die gleiche Temperatur haben, so haben System A
und System C ebenfalls die gleiche Temperatur.

1.2.2 Erster Hauptsatz

In einem abgeschlossenen System, in dem beliebige Vorgénge stattfinden,
bleibt die enthaltene Gesamtenergie konstant, sofern von aufien keine Energie
(Wérme, Arbeit) zugefithrt wird.

1.2.3 Zweiter Hauptsatz

Nach Clausius:

Es gibt keine Zustandsinderung, deren einziges Ergebnis die Ubertragung von
Wiérme, von einem Korper niederer, auf einen Korper hoherer Temperatur ist.
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1.3 Volumen, Druck, Temperatur 5

Nach Kelvin und Planck:

Es ist unmoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die
weiter nichts bewirkt, als das Leisten von Arbeit und die Abkiihlung eines
Warmereservoirs.

1.3 Volumen, Druck, Temperatur

1.3.1 Volumen
Das Volumen V beschreibt die rdumliche Ausdehnung eines Stoffes und wird in m?
angegeben. Wird das Volumen eines Stoffes durch seine Masse m geteilt, so ergibt sich

das spezifische Volumen v. Der Kehrwert des spezifischen Volumens ist die Dichte g.

Beispiel
Eine Stahlflasche mit einem Volumen von 8dm?® sei mit 1,8kg Sauerstoff gefiillt
(Molmasse Mo, = 32kgkmol™!). Zu bestimmen sind

a) die Molzahl n,
b) das spezifische Volumen v und Dichte p sowie

c¢) das Molvolumen V;,.

Losung
m m 1,8kg
M=—&n=— = ———— = 0,056 25 kmol = 56,25 mol
2) n " M " 32 kg kmol ! ’ o SO IO
m 1,8kg
b) o= —=—"—" - =225kgm 3
TR sm
1
v=—-=44-10"3m3kg™?
Q

vV o 08-1072m?
c) Vip = = s62smol 1,42 1074 m3 mol~! = 0,142 m?3 kmol !
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1.3 Volumen, Druck, Temperatur 6

1.3.2 Druck

¢F1 F

/// l
/7 <«

S Vi b1 D1 <p: s S s

AL 7 PR

Abbildung 1.2. Druck

Wirkt auf eine Flache A eine Kraft F', so entsteht daraus ein Druck p (Abb. 1.2). Dieser
beschreibt die Kraft pro Fliche und wird in der Einheit Pa (Pascal) gemessen. Ein System,
das sich im Ungleichgewicht befindet, ist stets bestrebt, einen Zustand des Gleichgewichts
zu erreichen (siche Abb. 1.3).

vorher nachher

Pi1 bp: Pi y2

Vl ::> ‘
P1#D2 pi’=py’

Abbildung 1.3. Gleichgewicht zwischen Druck und Volumen (Annahme: kein Temperaturaus-
tausch)

Beispiel

Ein Taucher befindet sich in einer Tauchtiefe von 12m (siehe Abb 1.4). Berechnen
Sie den Druck, den die Wassersiule (op,0 = 1-103kgm~3) auf den Taucher ausiibt,
sowie den absoluten Druck in bar (atmosphérischer Druck p, = 1bar).
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1.3 Volumen, Druck, Temperatur 7

h=12m

™~

Abbildung 1.4. Taucher in 12 m Tiefe.

Losung
ngsz:g'ﬁh'g (1.9)
=>p=0-9-h (1.10)
= pH,0 =1-10°kgm™ - 9,81ms™?-12m (1.11)
= p,0 ~ 1,2+ 10° Pa (1.12)
= pH,0 = 1,2bar (1.13)
Gesamtdruck p = pm,0 + po = 2,2 bar (1.14)

1.3.3 Temperatur

Langenidnderung eines Festkorpers. Wird ein (eindimensionaler) Festkorper erwérmt,
so erfahrt er eine Lidngendnderung Al. Diese ist abhangig von der Temperaturdnderung
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1.3 Volumen, Druck, Temperatur 8

AT sowie dem linearen Ausdehnungskoeffizienten a.

li —lgpoxlp- (Th — Tp)
= h—-l=aly (T1 —Ty)
Al =11 —
= Al=a-ly- AT

Wird fiir die Referenztemperatur 7" = 0 gesetzt, so ergibt sich fiir die Gesamtldnge des
Festkorpers nach der Ausdehnung

I=1lp- (14 a-AT) (1.19)

Der lineare Ausdehnungskoeffizient ist abhéngig von der Temperatur des betrachteten
Korpers (o« = a(T')). Bei Festkorpern, die ihren Aggregatzustand nicht veriandern, kann
er jedoch als anndhernd konstant angesehen werden.

Volumenausdehnung durch Temperaturerh6hung. Wird die Volumenausdehnung
eines Festkorpers auf Basis der eindimensionalen Liangenausdehnung betrachtet (siehe

Abb. 1.5), so gilt

b T e S R R e
A |
st ] ~a
| ar |
B aaaan Al
|
| | | |
| T |
| |
! L ! Icr
I |
i | |
il cp ! |
o | |
el 1 |
| et T
R e T 2 bt
a0 £ . e

Abbildung 1.5. Volumenausdehnung
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VWw=ap-bop-co — Vp=ar-br-cr (1.20)
=Vr=ay-(1+a-T) - bp-14+a-T)-co-(1+a-T) (1.21)
=Vr=ag-by-co-(1+a-T)> (1.22)
=Vr=V-(1+a-T)° (1.23)
= Vr=Vy- (1+3a-T+30% -T2+ 0" T°) (1.24)

Da o < 1 ergibt sich mit o ~ 0 und o® ~ 0 die Gleichung

= Vr=Vo-(1+3-a-T) (1.25)
bzw. Vp=Vy-(1+~-T) (1.26)
mit v =3-a (kubischer Ausdehnungskoeffizient) (1.27)

Ausdehnung von Fliissigkeiten. Da die Ausdehnung von Fliissigkeiten in Gefdflen mit
groBer Offnung nur schwer zu erkennen ist, wird zur Veranschaulichung ein Gefifi mit
kleiner Offnung und langem Hals gewihlt. Hierbei gilt AV = A - Al (siehe Abb. 1.6).
Festlegung der Einheit der Temperatur

Definition von °C nach Celsius:

Gefrierpunkt von Wasser = 0°C bei Normaldruck.
Siedepunkt von Wasser = 100 °C bei Normaldruck.

Problem: Der Siedepunkt von Wasser hingt vom Umgebungsdruck ab. Wird der
Druck kleiner, so wird auch die Siedetemperatur von Wasser kleiner.

Definition der Temperatur iiber das ideale Gas:
fiir (ideale) Gase gilt p-V o T

Verlangern der Geraden bis p-V =0 =T = 0K (absoluter Nullpunkt)
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Gas A

»

Ty T

’L\] _____/_
Q
2
=

(a) Volumenausdehnung von Fliis-

O (b) Definition der Temperatur tiber die ideale Gasglei-
sigkeiten.

chung.

Abbildung 1.6. Einheitenfestlegung der Temperatur.

Tripelpunkt: feste, fliissige und gasformige Phasen liegen gleichzeitig vor
— p, T,V sind eindeutig

Tripelpunkt von Wasser: Trr = 273,16 K, prr = 611,657 Pa.
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2 Zustandsgleichungen idealer Gase,
kinetische Gastheorie

2.1 Gesetz von Boyle-Mariotte

| : .
Vi Vs Vi Ky

pJ'Vz :Pz'Vz

%

Abbildung 2.1. Gesetz von Boyle-Mariotte. Die Temperatur T des Gases bleibt konstant.

In einem abgeschlossenen System mit zwei Kammern sei die Temperatur 7" konstant.
In der linken Kammer mit dem Volumen V; sei der Druck pp, in der rechten Kammer
mit dem Volumen V5 sei der Druck ps (siehe Abb. 2.1), wobei p; # p2. Durch den
Druckunterschied kommt es zu einer resultierenden Kraft auf die bewegliche Wand
zwischen beiden Kammern, bis die Kréfte von links und rechts und damit die Driicke
ausgeglichen sind. Dabei zeigt sich, dass das Produkt aus dem Druck p und dem Volumen
V' konstant bleibt

p -V = konst. mit T" = konst. (2.1)

2.2 Gesetz von Gay-Lussac

Wird ein ideales Gas in einer Kammer mit konstantem Volumen V' von einer Temperatur
Ty auf die Temperatur T> erwédrmt, so wird sich der Druck von p; auf py vergréflern
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(sieche Abb. 2.2).

Erwdrmung
P D2
Tj T2
B _ B
L I

Abbildung 2.2. Gesetz von Gay-Lussac. Das Volumen V' bleibt konstant.
Daraus ergibt sich, dass bei konstantem Volumen V' der Quotient aus dem Druck p und
der Temperatur T konstant bleibt, also
p . .
T = konst. mit V' = konst. (2.2)

2.3 Gesetz von Charles

In einem abgeschlossenen System mit konstantem Druck p fithrt eine Erhéhung der
Temperatur von 77 auf T, dazu, dass sich das Volumen des idealen Gases von V; auf V;
vergrofert (siehe Abb. 2.3).

Erwdrmung
V.
14 ‘
7, 15
h b
L I

Abbildung 2.3. Gesetz von Charles. Der Druck p des Gases bleibt konstant.
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2.4 Ideale Gasgleichung 13

Damit zeigt sich, dass bei konstantem Druck p fiir ein ideales Gas der Quotient aus dem
Volumen V und der Temperatur T konstant ist, also

% = konst. mit p = konst. (2.3)

2.4 ldeale Gasgleichung

Aus den Gesetzen von Boyle-Mariotte, Gay-Lussac und Charles ldsst sich ableiten, dass
der Quotient aus dem Produkt von Druck p und Volumen V durch die Temperatur T’
konstant ist

-V
P Y —xonst=n-R (2.4)
T
=p-V=n-R-T (2.5)

Die universelle, ideale, molare oder auch allgemeine Gaskonstante R dient in der
idealen bzw. allgemeinen Gasgleichung der Verkniipfung der Zustandsgréfien Tem-
peratur T, Stoffmenge n, Druck p und Volumen V idealer Gase. Sie ist das Pro-
dukt aus Avogadro-Konstante N4 und Boltzmann-Konstante kg und hat den Wert
R =28,3144621Jmol ' K1,

Normalzustand. Unter Normbedingungen mit dem Druck p = 1,013 25 bar und der
Temperatur T = 0°C = 273,15 K nimmt 1 Mol ideales Gas folgendes Volumen ein

“R-T
P
1mol - 83144621 Jmol ' K—1.273.15K
Sy = 0o 0 0,0224m3 £ 224L . (2.7)

1,013 25 bar

Unter Normbedingungen nimmt ein ideales Gas (Luft, Ho, He) das Volumen von 22,4 L
ein.
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2.5 Thermische Zustandsgleichung

Die Funktion der thermischen Zustandsgleichung f (p,v,T’) ist von den drei Zustandsgro-
Ben Druck p, spez. Volumen v und Temperatur 1" abhingig.

Da die drei ZustandsgroBen tiber die ideale Gasgleichung (2.5) miteinander verkniipft sind,
gilt, dass eine Zustandsgrofe immer als Funktion der beiden anderen Zustandsgréfien
dargestellt werden kann

p=p,T) , v=v(pT) , T=T(pv) . (2.8)

Wird das totale Differential von T'= T (p,v) gebildet, so ergibt sich

oT oT
T==— = . 2.
a (3p>vdp+<6v)pdv (2:9)

oT
Hierbei ist <8) die partielle Ableitung der Temperatur 7" nach dem Druck p bei
p

v

oT
konstantem spez. Volumen v und (8) die partielle Ableitung der Temperatur T nach
v
P

dem spez. Volumen v bei konstantem Druck p.
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v

Abbildung 2.4. Grafische Veranschaulichung des totalen Differentials und der partiellen
Ableitungen. Die Anderung der Temperatur T hingt von der Anderung des
spezifischen Volumens v und des Drucks p ab.

Das totale Differential dT" ist damit die Summe dieser beiden Temperaturunterschiede, die
iiberwunden werden miissen, um den Weg von 1 nach 3 zuriickzulegen, mit 33’ = 22" +44’.
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Linie a; und as: Schnittkurve bei v=konst. mit Abstand dv
Linie b1 und bso: Schnittkurve bei p=konst. mit Abstand dp
Die beiden Kurvenpaare bilden zusammen eine Fliache mit den Eckpunkten 1, 2, 3 und 4.

partielle Ableitung (8T> : Steigung auf der Zustandsfliche mit v=konst. von 1
9p /. nach 2. Die Strecke 2 — 2/ ist der, beim Fortschreiten
um dp iberwundene Temperaturunterschied entlang des

Weges 12.

oT
partielle Ableitung (8) : Steigung auf der Zustandsfliche mit p=konst. von 1
Y/P  nach 4. Die Strecke 4 — 4’ ist der, beim Fortschreiten
um dv tiberwundene Temperaturunterschied entlang des

Weges 14.
Analog zu Gleichung (2.9) gilt
Ip Ip
== — T 2.1
w=(g0), 4+ (57) T (2.10)
v ov
dv=|— ] d — | dT . 2.11

Wird ein Korper bei konstantem Druck (dp = 0) um d7T' erwérmt, so dndert sich das
Volumen um

ov
dv = (8T>pdT . (2.12)

Bezogen auf das spez. Volumen v ergibt sich der isobare Ausdehnungskoeffizient o

1 /0v
bzw. dimensionslos o = % <§;)p . (2.14)
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Wird ein Korper bei konstantem Volumen (dv = 0) um d7" erwéarmt, so andert sich der
Druck um

op
dp=|—=—=) dT" . 2.1
= (57) (215)
Bezogen auf den Druck p ergibt sich der isochore Spannungskoeffizient 3
1 /0p
=—|= 2.16
’ p <8T>U (2.16)
T
bzw. dimensionslos [* = > <g§1)v . (2.17)

Wird der Druck p bei konstanter Temperatur (d1" = 0) vergroBert, so dndert sich das
Volumen v um

ov
dv = () d 2.18
o). P (2.18)

Bezogen auf das Volumen v ergibt sich der isotherme Kompressibilitatskoeffizient s

1
PR (‘%) (2.19)
v 3p T
bzw. dimensionslos #* = —2 (81}) . (2.20)
v \Op/
Daraus folgt, dass gilt
a=p-B-x und o =p*" k" . (2.21)
Fiir ideale Gase gilt: af =1 =1 k=1
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2.6 ldeales Gas

Die ideale Gasgleichung lautet nach Gleichung (2.5)

p-V=n-R-T (2.22)
=>p-v=R-T=Ny-kp-T (2.23)

Folgende Voraussetzungen gelten fiir ein ideales Gas:

— Die Molekiile eines Gases bewegen sich zwischen zwei Stéflen gradlinig und gleich-
férmig. Sie iiben wiahrend des Fluges keine Krifte aufeinander aus.

— Bei Zusammenstoflen untereinander oder mit einer Wand verhalten sie sich wie
absolut elastische Kugeln.

— Die Druckkraft eines Gases ist die Folge der von aufprallenden Molekiilen ausgeiibten
StoBe.

2.7 Kinetische Gastheorie

Annahme: Es befinden sich N Teilchen der Masse m in einem wiirfelférmigen Kasten
mit der Kantenldnge a.

Frage: Welchen Druck iiben die Teilchen auf die Wand aus?

Die (regellose) Bewegung der Teilchen mit der Geschwindigkeit v; kann in die drei
Richtungen der Kanten des Wiirfels zerlegt werden. Dabei gilt fiir die komponentenweise
Zerlegung des Geschwindigkeitsvektors v; in die drei Raumrichtungen (siehe Abb. 2.5)

Vi,
Vi = | Viy (224)
Vi, 2

Auf diese Weise kann fiir die weitere Betrachtung die ungeordnete Bewegung der Teilchen
durch eine Bewegung ersetzt werden, bei der sich je % der Teilchen parallel zu einer

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



2.7 Kinetische Gastheorie

19
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Abbildung 2.5. Geschwindigkeitszerlegung in x-, y-, z-Komponente

der Wiirfelkanten bewegt. Dadurch lasst sich die Bewegung skalar v statt vektoriell v

beschreiben.

b=y O

7

OO0

7

Abbildung 2.6. Impulsiibertrag p an einer Wand durch einen elastischen Stofi.

Der Impulsiibertrag Ap durch den Stofl des Teilchens (mit der Masse m;) an der Wand
erfolgt folgendermaflen (siehe Abb. 2.6): Zunéchst bewegt sich das Teilchen mit der
Geschwindigkeit v in positive z-Richtung nach rechts. Nach dem elastischen Stofl wird die
Bewegungsrichtung umgekehrt, sodass sich das Teilchen in negative z-Richtung bewegt,
also mit der Geschwindigkeit v" = —v. Energie oder Impuls werden bei dem Stofl nicht
iibertragen, es wird lediglich die Bewegungsrichtung umgekehrt. Der Impulsiibertrag Awv

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025
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ist die Differenz der Impulse vor dem Stofl und nach dem Stof3
Api=m;- v —m;-vi=m; v —m;-(—v;) =2-m;-v; . (2.25)

Ein Teilchen ¢ mit der Geschwindigkeit v; legt in der Zeit At die Strecke v; - At zuriick.

AL
Das Teilchen trifft in dieser Zeit At die gleiche Wand Yi
Impulsiibertrag Ap;

mal. Damit folgt fiir den

- At :
Api=2-my-vi- U =T AL (2.26)
—_—— 2-a a

——

Treffer a. d. Wand

Impuls

Der Impulsiibertrag Ap an der Wand aller N Teilchen mit der Gesamtmasse m = Zi]il m;
im Zeitintervall At betrigt

11
ZAM:§-E-(ml-U%+m2-v§+...+mN-v12V)-At . (2.27)

Die mittlere quadratische Geschwindigkeit v2 eines Teilchens betragt

1
v? = N (v% +vd 4.+ v%) . (2.28)

Durch Einsetzen der mittleren quadratischen Geschwindigkeit aller N Teilchen aus (2.28)
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in Gleichung (2.26) fiir den Impulsiibertrag (mit N = N4 - n) folgt

1 m
Ang.g.<vf+v§+...+v?\,)-m (2.29)
1 m [0v?
Ap==-" (2 N At 2.30
1 m —
Ap==-" 2 At 2.31
= 8P 3 a Y ( )

Die mittlere Kraft I’ auf eine Wand ist die Impulsdnderung Ap im Zeitinterval At und
lautet

2. (2.32)

Zu beachten an dieser Stelle ist, dass sowohl der Druck als auch der Impuls mit dem
Buchstaben p abgekiirzt werden. Da hier immer der Impulsiibertrag Ap verwendet wird,
lassen sich Druck und Impuls unterscheiden. Der resultierende mittlere Druck p auf eine
Wand der Fliche A = a? lautet

F 1 m = 1 1 m - 1 m —
- _-. " =z 2= 2.33
P=y =3 " e2T3 e T3 vt (2.33)
mit dem Volumen V = a3. Damit gilt
1 —- 1 —
p-V=§'m-v2=§'n'M'U2 (234)

mit der Molmasse M. Aus dem Vergleich mit der idealen Gasgleichung (2.5) folgt

p-V=n-R-T (2.35)

1 _
ég'M-W:n'R-T . (2.36)
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Dadurch ergibt sich fiir die mittlere quadratische Geschwindigkeit

=27 (2.37)

— — 1

2xT und o — . 2.
= v? x und  v? o< o (2.38)

Die Teilchengeschwindigkeit steigt bei Erhohung der Temperatur 7" und sinkt mit zu-
nehmender Molmasse M. Aus dem Gasdruck p und der Gasdichte p ldsst sich die
durchschnittliche Geschwindigkeit v der Gasteilchen berechnen

m n-M
=—= 2.39
o=y =" (2.39)
1 m — 1 —
= .2 =202 2.40
p=g-yvi=gre (2.40)
3.
7=,22 (2.41)
o
Beispiel
Berechnung der mittleren Geschwindigkeit eines Teilchens unter Normalbedingungen.
Gegeben seien p =1,013bar und o= 1,293kgm™? (2.42)
3-1,013-10°P
- 7= ’ = 4848ms! (2.43)
1,293 kg m

2.8 Kinetische Energie eines Teilchens

Die kinetische Energie eines Teilchens der Masse m und mit der Geschwindigkeit v betrégt

Fijn = = -m-v? . (2.44)
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Durch Umformen von Gleichung (2.36) nach
1 — 1 —
n-R'T:§'M'U2:§‘N-m-v2 (2.45)

ergibt sich unter der Annahme, dass sich alle Teilchen mit der gleichen mittleren quadra-
tischen Geschwindigkeit (v2 = v?) bewegen,

n
v =3-—-R-T 2.4
m-v 3 N R (2.46)
1 5 3 n
3 n 3 R 3
Eyn==--—RT==--— T=—=-kg-T . 2.4
= Ban =gy R 2 Na g "B (2.48)

3
Die kinetische Energie Fy;, eines Teilchens in einem idealen Gas betrigt also 3 kg-T|

2.9 Innere Energie eines idealen Gases

Die innere Energie U eines idealen Gases mit der Masse m beschreibt die gesamte
kinetische Energie aller Teilchen

- () _ g~ ] o 1
U:;Ekm:§2-mi'vi:§-m-v2 : (2.49)

Zu beachten ist, dass diese Gleichung nur fiir klassische, punktférmige Teilchen gilt, die

lediglich durch elastische Sto8e miteinander wechselwirken. Fiir die innere Energie U
folgt

1 J—
U:§-M-v2:g-n-R-T . (2.50)

Allgemein gilt, dass bei der Betrachtung von mehratomigen Molekiilen anstatt punktfor-
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miger Teilchen die innere Energie U nicht nur von der Temperatur 7', sondern auch von
der Anzahl der Freiheitsgrade f eines Molekiils abhéangt.
Die Freiheitsgrade setzen sich folgendermafien zusammen:

n-atomiges lineares Molekiil:
3 Translationsfreiheitsgrade fiyans
2 Rotationsfreiheitsgrade fiot

31 — firans — frot Schwingungsfreiheitsgrade fschwing

n-atomiges nicht-lineares Molekiil:
3 Translationsfreiheitsgrade firans
3 Rotationsfreiheitsgrade fiot
3n — firans — frot Schwingungsfreiheitsgrade fschwing

Bei der Berechnung des Gesamtfreiheitsgrads fges ist der Schwingungsfreiheitsgrad doppelt
zu zéhlen, da die Atomschwingungen sowohl kinetische als auch potenzielle Energie
beinhalten und daher doppelt zu zéhlen sind.

Es gilt
fges = ftrans + frot + 2. fschwing . (251)
Beispiele
Helium (He), einatomig:
Translation: 3
Rotation: 0
Schwingung;: 3:1-3-0=0

= Freiheitsgrade: 3+40+2-0=3

Kohlendioxid (COs2), lineares Molekiil:

Translation: 3
Rotation: 2
Schwingung;: 3:3—-3-2=4

= Freiheitsgrade: 3+24+2-4=13
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Sauerstoff (O2), lineares Molekiil:

Translation: 3
Rotation: 2
Schwingung;: 3-2—-3-2=1

= Freiheitsgrade: 34+2+2-1=7

Wasser (H20), nicht-lineares Molekiil:

Translation: 3
Rotation: 3
Schwingung;: 3-3—-3-3=3

= Freiheitsgrade: 34+3+2-3=12

Unter Normbedingungen weisen Molekiile nicht alle theoretisch méglichen Freiheitsgrade
auf. Die Rotationsfreiheitsgrade werden ab mittleren Temperaturen, die Schwingungsfrei-
heitsgrade werden erst bei hoheren Temperaturen angeregt. In Unterkapitel 3.4 ist die
Verkniipfung der Warmekapazitit und der energetischen Freiheitsgrade dargestellt.

2.10 Geschwindigkeitsverteilung in Gasen

Die zuvor gezeigten Gleichungen geben nur mittlere Geschwindigkeiten der Molekiile in
Gasen wieder. Die Verteilung der Geschwindigkeiten ldsst sich berechnen aus

1
Eyin = 3 m v (2.52)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil diese kinetische Energie besitzt, betragt

W (E) mexp{—&} . (2.53)

Daraus ergibt sich die Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung mit der Masse m
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eines Gasteilchens
§ 2
m 2 9 m-v
4 2 __mee L 2.54
floy=4-m (2-7r-kB-T> Y eXp{ 2~kB-T} (2.54)

3

Der Term 4 - 7 - (ﬁ) ? ist ein Normierungsfaktor. Die Haufigkeitsverteilung wéchst
fiir kleine Geschwindigkeiten v quadratisch an und fallt schliellich exponentiell fiir grofie
Geschwindigkeiten. Der Verlauf der Haufigkeitsverteilung hingt des Weiteren von der
Temperatur 7" des Gases ab (siehe Abb. 2.7).

f)oco? (2.55)
fw)oce™ . (2.56)

Fiir das gesamte Gas der Masse mges = 1 - Na - m gilt

Mges 9 mes'v2
Fw =t (5 )? '“2'exp{‘2.gfw} (2.57)

Die Geschwindigkeitsverteilung von Gases hat folgende Eigenschaften:
— Die Maxima werden mit steigender Temperatur flacher.
— Das Maximum der Verteilung gibt die hdufigste Geschwindigkeit an.
— Die Maxima verschieben sich bei hoherer Temperatur zu hoheren Geschwindigkeiten.

— Die mittlere Geschwindigkeit ist wegen der Schiefe der Verteilungsfunktion immer
grofler als die haufigste Geschwindigkeit.

f (v) dv gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen mit der Geschwindigkeit im
Intervall [v, v 4+ dv] zu finden.
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# 100K
| 200K
///’ \\
s N, 300K
57 -'\*“I“‘«
i - < \\-__ -\__._\‘
v

Abbildung 2.7. Geschwindigkeitsverteilung in Gasen. Die Haufigkeit f(v), dass eine Geschwin-
digkeit v auftritt, hingt von der Temperatur T des Gases ab.

kp-T
— héaufigste Geschwindigkeit: vy =4/2- Bm
-T
— mittlere Geschwindigkeit: 7= 8 k5 > oy
s
2.11 Van-der-Waals-Gleichung
Die ideale Gasgleichung
p-V=n-R-T (2.58)

geht von punktférmigen Teilchen aus, die lediglich elastische St68e miteinander und
mit den umgebenden Wéanden ausfithren. Dieses Modell fiithrt dazu, dass das ideale Gas
bei Abkiihlung nicht den Aggregatzustand verdndern kann. Eine erste Erweiterung der
idealen Gasgleichung ist die Integration von zwei Korrekturtermen, um das Verhalten
der Gasteilchen sowie die Anderung des Aggregatszustands beschreiben zu kénnen.

— Molekiile besitzen ein Eigenvolumen, welches bei der Volumenkompression beriick-
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sichtigt werden muss

Videales Gas = Vreales Gas — (n : b) . (2'59)

Dabei bezeichnet b das Kovolumen des Teilchens; n ist die Molzahl. Das Volumen
des realen Gases ist damit grofler als das Volumen des idealen Gases

— Die Molekiile eines realen Gases erfahren anziehende (Dipol-Dipol-)Kréfte, die zu
einer Druckreduktion fithren, welche sich proportional zum Quadrat der Dichte
verhalten

n 2
pi=pr+a- (v) : (2.60)

Der Parameter a gibt den Kohasionsdruck an.

Werden die beiden Gleichungen (2.59) und (2.60) in die ideale Gasgleichung eingesetzt,
ergibt sich daraus die van-der-Waals-Gleichung

<p+ a‘./;ﬁ) ' (Z _b> —R.T (2.61)

<:><p+a”2>-(V—n-b):n-R-T . (2.62)

Fiir hohe Temperaturen T > T, verhéalt sich ein reales Gas wie ein ideales Gas. Im p-V-
Diagramm stellen sich die Isothermen (Linien gleicher Temperatur) als Hyperbeln dar.
Wird die Temperatur 7' kleiner, so verdndert sich die Form der Isothermen, bis es bei der
kritischen Temperatur T, zu einem Wendepunkt kommt. Dieser Wendepunkt tritt beim
Druck p. und dem Volumen V, auf. Ist die Temperatur T des Gases kleiner als die kritische
Temperatur, so kommt es physikalisch zu einem Phaseniibergang von gasférmiger zu
fliissiger Phase (gepunkteter Bereich in Abb. 2.8). Wird bei einer Temperatur T < T,
das Volumen V' des Gases reduziert, so tritt ab einem bestimmten Volumen (und Druck)
das Kondensieren ein. Wahrend des Phasensiibergangs liegen beide Aggregatszustande —
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Abbildung 2.8. Phasendiagramm eines van-der-Waals-Gases. Die schraffierte Fléche stellt die
Maxwell-Konstruktion dar.

gasformig und fliissig — gleichzeitig vor. Wird das Fliissigkeits-Gas-Gemisch bei konstan-
ter Temperatur T weiter komprimiert, so geht das Gemisch in die vollstandig fliissige
Phase iiber. Eine weitere Komprimierung des Fliissigkeit fithrt zu einem sehr schnellen
Druckanstieg p, da Fliissigkeiten (wie Festkorper) quasi inkompressibel sind.

Aus der van-der-Waals-Gleichung ergibt sich mathematisch ein Kurvenverlauf der Isother-
me, der physikalisch nicht zu beobachten ist. Wahrend der Kompression im Bereich des
Phaseniibergangs steigt der Druck erst und sinkt nach dem Erreichen eines Maximums
auf einen Minimalwert, um anschliefend wieder anzusteigen. Tatsdchlich bleibt der Druck
wahrend des Phaseniibergangs konstant. Der Druck wiahrend des Phaseniibergangs ergibt
sich aus der Maxwell-Konstruktion, indem die verbindende horizontale Linie so gew&hlt
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wird, dass die schraffierten Fliachen in Abb. 2.8 gleich groff werden.
Die kritischen Groflen Ti, p., V. ergeben sich aus der van-der-Waals-Gleichung (2.61)
durch Bestimmung des Wendepunkts entsprechend der Extremalbedingung

a 8-a

m,c — b y c = 55 19 Tczi
Vine =3 Pe = 97712 27 -b-R

(2.63)

P A
p-T-Phasendiagramm fiir CO;
B p.=73.75bar
73.8'b a—
T,=30,98°C = 304,13K
fliissig 3
p.=94"
mol
525
P Anwendung:
|
- - |
I gasformig Entkoffeinierung von Kaffee
1,013°b
>
-78,5°C'  -56,6°C 3eE r

Abbildung 2.9. Phasendiagramm von Kohlendioxid mit den drei Aggregatszustdnden fest,
fliissig und gasformig in Abhéngigkeit des Drucks p und der Temperatur 7'

Die Einfithrung von reduzierten (dimensionslosen) Groflen

Vv . p ~
) p=— ) T=
Vm,c De

(2.64)

D =

S
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liefert die universelle Zustandsgleichung

(]5+ ;) : <17 — ;) = gf . (2.65)

Fiir die stoffabhangigen Konstanten a und b ergibt sich

27 . (R-T.)? .
0 7-(R-T.) . R-T,
64 - p. 8 Pe

(2.66)

Abbildung 2.9 zeigt schliefflich das Phasendiagramm fiir Kohlendioxid. Neben den drei
Bereichen, in den Kohlendioxid jeweils fest, fliissig bzw. gasformig ist, sind die beiden
ausgezeichneten Punkte - der Tripelpunkt und der kritische Punkt — dargestellt. Unter
Normalbedingungen bei einem Druck von 1,013 bar tritt Kohlendioxid nur fest oder
gasformig auf. Die zugehorige Anderungen des Aggregatszustands wird Sublimieren
(Ubergang fest zu gasférmig) bzw. Kondensieren/Resublimieren (Ubergang gasformig zu
fest) genannt (siehe Tabelle 2.1.

Tabelle 2.1. Phaseniibergéinge zwischen unterschiedlichen Aggregatszustianden. Vertikal ist
der Ausgangszustand, horizontal der Endzustand angegeben.

Endzustand
Ausgangszustand | fest fliissig gasformig
fest Schmelzen Sublimieren
Verdampfen
fliissig Erstarren Sieden
Verdunsten
gasformig Kondensieren Kondensieren
Resublimieren
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2.12 Thermodynamische Systeme

Als thermodynamisches System wird ein begrenzter Raum verstanden, fiir den eine
Energiebilanz (bei geschlossenen Systemen) oder eine Stoffbilanz (bei offenen Systemen)
aufgestellt werden kann. Bei einem geschlossenen System ist der Raum durch Wénde
begrenzt und es gibt keinen Austausch von Teilchen mit der Umgebung. Die Anzahl
der Teilchen bleibt konstant, es kann allerdings Austausch von Wéarmeenergie ) mit der
Umgebung oder Verrichten von Arbeit W durch das System bzw. am System geben. In
offenen Systemen gibt es dariiber hinaus noch einen Austausch von Teilchen mit der
Umgebung iiber einen Massenstrom 1.

Tabelle 2.2. Ubersicht zu den acht unterschiedlichen thermodynamischen Systemen. Die
einzelnen Systeme sind in Abb. 2.10 dargestellt.

System  Materie Wirme Arbeit Systemart
@ geschlossen geschlossen geschlossen isoliertes System
@ geschlossen offen geschlossen
@ geschlossen offen offen geschlossenes System
@ geschlossen  geschlossen offen adiabatisches System
® offen geschlossen  geschlossen
® offen offen geschlossen
@ offen geschlossen offen
offen offen offen offenes System

Die Klassifizierung der thermodynamischen Systeme erfolgt {iber den Austausch von
Teilchen bzw. Materie, Warme und Arbeit. Jeder der drei Parameter kann jeweils den
Zustand ,offen“ oder , geschlossen* annehmen, sodass sich daraus acht unterschiedliche
Systeme ergeben. In Abbildung 2.10 ist eine Ubersicht zu den acht Systemen dargestellt,
in Tabelle 2.2 sind die Systeme gegeniibergestellt.

System @ ist vollstdndig geschlossen, es gibt keinen Austausch von Teilchen mit der
Umgebung und es kann keine Arbeit an dem System geleistet werden. Des Weiteren ist das
System isoliert (dargestellt durch den schraffierten Rahmen), sodass kein Warmeaustausch
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Abbildung 2.10. Die thermodynamischen Systeme lassen sich anhand des Austausches von
Teilchen, Wéarme @ und Arbeit W Kklassifizieren, sodass sich insgesamt
acht verschiedene Arten von Systemen ergeben. Die Klassifizierung ist in
Tabelle 2.2 dargestellt.

mit der Umgebung erfolgt, unabhéngig von der Temperatur des Systems sowie der
Temperatur der Umgebung. Bei System @ ist ein Warmeaustausch moglich, d. h. bei
einem Temperaturunterschied zwischen System und Umgebung wird Wérme tibertragen,
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sodass sich die Temperatur des Systems solange verdndert, bis die Systemtemperatur der
Umgebungstemperatur entspricht. Das Leisten von Arbeit sowie ein Teilchenaustausch
sind nicht moglich. System @ ist ein Kolbenzylinder, bei dem durch Bewegung des
Kolbens Arbeit geleistet werden kann. Dariiber hinaus ist ein Warmeaustausch iiber den
Zylinder moglich. Die Teilchen, die in dem System eingeschlossen sind, konnen jedoch nicht
ausgetauscht werden. Schliefilich ist bei System @ erneut ein geschlossener Kolbenzylinder
dargestellt, bei dem nur Arbeit geleistet werden kann, ein Warmeaustausch wird durch
die Isolierung des Zylinders verhindert. Dieses System wird auch adiabatisches System
genannt, da durch die Bewegung des Kolben zwar Arbeit auf das eingeschlossene Gas
iibertragen wird, ein Wéarmeaustausch allerdings nicht zugelassen ist.

Bei dem zweiten Teil der Systeme, der in der Ubersicht dargestellt wird, ist der Austausch
von Teilchen moglich, d. h. die Systeme sind offen. System ® ist ein offenes System, bei
dem weder Wérme ausgetauscht noch Arbeit geleistet wird, da die Rohrleitung isoliert
ist und keine Méglichkeit zum Ubertrag der Teilchenbewegung zum Leisten von Arbeit
besteht. Die Bewegung der Teilchen wird iiber den Massenstrom 7 wiedergegeben. Die
Zahl der Teilchen, die in das Rohrstiick eindringt, ist identisch zur Zahl der Teilchen,
die aus dem Rohrstiick austritt (Massenerhaltung). Bei System ® wurde die Isolierung
des Rohrstiicks entfernt, sodass neben dem Strom von Teilchen ein Austausch von
Wiérmeenergie moglich ist; Arbeit kann das System weiterhin nicht leisten. System @ ist
thermisch isoliert, sodass keine Warme mit der Umgebung ausgetauscht werden kann.
Jedoch fithrt der Massenstrom an Teilchen dazu, dass die Turbinenschaufeln angetrieben
werden und damit Arbeit geleistet wird. Schlieflich ist System ® ein vollsténdig offenes
System, bei dem der Austausch von Teilchen und Warme maoglich ist sowie Arbeit geleistet
werden kann.

Das Verhalten eines einzelnen Teilchens spielt fiir das Gesamtsystem keine Rolle, da sich
die Einzeleigenschaften der Teilchen bei der makroskopischen Betrachtung des Systems
iiberlagern.
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2.13 Volumenausdehnungsarbeit

Um die Arbeit zu berechnen, die in einem geschlossenen System fiir die Kompression
eines idealen Gases bzw. die bei der Expansion des Gases frei wird (siche Abb. 2.11),
wird das Integral der ausgeiibten Kraft F(s) iiber den vom Stempel zuriickgelegten Weg
s ermittelt

W:—/F@yw . (2.67)

Abbildung 2.11. Berechnung der Ausdehnungsarbeit W.

Das Minuszeichen in der Definition ist notwendig, um die Anderung der Energie aus
Sicht des Systems zu beriicksichtigen. Wird das Gas komprimiert, so nimmt das System
Energie auf (die Arbeit W ist positiv). Bei einer Expansion des Gases wird Energie vom
System abgegeben (die Arbeit W ist negativ).

Angenommen wird, dass sich der Druck p des Gases nicht dndert, sodass F' = konst. und
F || s. Damit folgt

s2
W:—/F@. (2.68)
sl
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Damit ergibt sich mit der Kraft F = A -p

s2 s2
W:—/A~pds:A/pd8 (2.69)
sl sl

mit dem Volumenelement dV=A ds folgt

V2 1 V2
W:—A/p-ZdV:—/pdV:—p~(V2—V1):—p~AV . (2.70)
V1 Vi

Die Arbeit W, die bei der Kompression eines idealen Gases bei konstantem Druck p
geleistet werden muss, ist damit der Druck p multipliziert mit der Volumeninderung
AV'. Zu beachten ist das Minuszeichen, da bei einer Verkleinerung des Volumens (also
AV < 0) die Arbeit W positiv und bei einer Vergréferung des Volumens die Arbeit W
negativ ist.

Aus Gleichung (2.70) lésst sich die allgemeine Definition zur Bestimmung der Volumen-
anderungsarbeit Wy,

Wy = — /p av (2.71)
Wy =—pdV differenzielle Darstellung. (2.72)

2.14 Wirmekapazitat

Die spezifische Wiarmekapazitét c gibt an, welche Warmemenge @ benotigt wird, um
einen Stoff der Masse m um eine Temperatur AT zu erwédrmen. Aus dem Experiment
ergeben sich folgende Beobachtungen

— Die Warmemenge () wéchst proportional zur Temperaturdnderung: ¢ oc AT.

— Die Warmemenge () wéchst proportional zur Masse m des Stoffs: @ oc Am.

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



2.14 Wirmekapazitét 37

/
ﬁé@

/”% m
il
%_/ : ry
X 57 |k
Mwasser {_L-J__:
S

'

Abbildung 2.12. Versuch nach Joule zur Bestimmung des Wéarmeinhalts Q.

Damit folgt fir die Warmemenge @) mit der spezifischen Warmekapazitit ¢ als Propro-
tionalitdtskonstanten

Q=c-m-AT . (2.73)

Aus dem Versuch nach Joule (Abb. 2.12) ldsst sich tiber die Energieerhaltung die spezifische
Wiérmekapazitit eines Stoffes bestimmen. Hierzu ist eine Masse m; iiber Rollen mit
einem Riihrstab verbunden, der sich in einem Wasserbassin befindet. Die Masse des
Wassers betrage mwasser- Die Masse my féllt nun durch die Erdbeschleunigung g um die
Strecke h in die Tiefe, sodass (ohne Beriicksichtigung von Verlusten) diese Energie tiber
den Riihrstab als Warmeenergie an das Wasser abgegeben wird — das Wasser erwarmt

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



2.14 Wéirmekapazitét 38

sich um die Temperatur AT durch die Reibung des Riihrstabs mit den Wassermolekiilen.

!
Epot =m1-9g-h=Q=mwasser ¢ AT (274)

mi-g-h

= AT = (2.75)

Mwasser * €

Aus dem Versuchsaufbau lasst sich die spezifische Warmekapazitét des Wassers bestimmen.
Diese ergibt sich zu ¢ = 4,184 kJ/kg/K. Daraus lasst sich auch die Energieeinheit der
Kalorie mit folgender Definition ableiten:

1 Kalorie ist die Warmemenge, die benotigt wird, um 1g luftfreies Wasser bei einem
konstanten Druck von 1,013 bar von 14,5°C auf 15,5°C zu erwédrmen.

Die Einheit der spezifischen Warmekapazitat ¢ ergibt sich nach Gleichung (2.73) zu
Jkg ! K~!. Aus dem Produkt der spezifischen Wirmekapazitit ¢ und der Masse m lisst
sich die Warmekapazitdt C eines Stoffes mit

C=c-m (2.76)

ableiten. Unter Beriicksichtigung der Molzahl n ergibt sich mit hieraus die molare
Wirmekapazitiat Cyy

CM:%©C:CM~TL . (2.77)

Hieraus ergibt sich auch die Molmasse M

€M M= (2.78)

n C

Cyv =
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3 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

In einem abgeschlossenen System bleibt die enthaltene Gesamtenergie konstant. Die
in einem System enthaltene innere Energie U eines idealen Gases kann nur verdndert
werden, wenn dem System von auflen Wéarme ) zugefiihrt bzw. entzogen wird oder das
System Arbeit W leistet

dU = 6Q + 6W . (3.1)

Die beiden unterschiedlichen Differentiale d und § in Gleichung (3.1) haben folgende
Bedeutung, die aus Abbildung 3.1 deutlich wird.

Die innere Energie U beschreibt den Zustand eines idealen Gases und wird damit
als Zustandsgrofie bezeichnet, die durch die Zustandsgréofien Druck p, Volumen V' und
Temperatur T eindeutig festgelegt wird. Um einen beliebigen Zustand der inneren Energie
zu erreichen, ist es unabhéngig, wie dieser Zustand erreicht wurde. Der Zustand @ des
Systems besitzt die innere Energie U; mit py, Vi, Ti. Durch Zufiihren von Arbeit W
und Warme @ wird iiber den oberen Pfad der Zustand @ mit der inneren Energie U und
p2, Va, Ts erreicht. Der Ausgangszustand @ wird iiber den unteren Pfad durch Abfuhr
von Wérme und Arbeit erreicht. Obwohl das System von @ — @ und wieder von @ — @
den Ursprungszustand erreicht hat, haben sich die physikalischen Eigenschaften von
Zustand @ durch die Anderungen der ZustandsgréBen p, V und T nicht gedindert. Die
innere Energie U ist damit eine Zustandsgrofle. Warme und Arbeit beschreiben jedoch
keinen Zustand eines Systems, sondern geben die Wechselwirkung des Systems mit der
Umgebung wieder. Beide Groflen W und @) haben einen direkten Einfluss auf den Pfad, auf
dem das System sich dndert, um von einem Ausgangs- zu einem Endzustand zu kommen.
Daher sind bei Arbeit und Warme keine Zustandsgrofien. Das § hat mathematisch die
Bedeutung eines unvollstandigen Differentials.

(Infinitisimale) Anderungen von ZustandsgréBen werden mit einem d dargestellt. Dahin-
gegen sind die beiden Groéflen Warme Q und Arbeit W keine Zustandsgrofien, da es bei
beiden Groflen darauf ankommt, auf welche Weise bei dem System der Wéarmeinhalt ver-
dndert bzw. Arbeit geleistet wurden. Die Anderung von Gréfen, die keine ZustandsgroBen
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)

Y

Abbildung 3.1. Pfade im p-V-Diagramm zur Bestimmung der Anderung der inneren Energie

U.

sind, werden mit § gekennzeichnet.

Die innere Energie U lasst sich damit als Funktion des Volumens V und der Temperatur
T darstellen, da der Zustand eines Systems mit einem idealen Gas hieriiber eindeutig
beschrieben werden kann

U=U(V,T) . (3.2)

Gleichung (3.2) wird auch als kalorische Zustandsgleichung bezeichnet. Das totale Diffe-
rential dieser Gleichung lautet
e

dU = —
ov

av+ Y (3.3)
T ot |y

oW 5Q

Wie in Unterkapitel 2.13 zur Volumenausdehnungsarbeit und in 2.14 zur Warmekapazitét
gezeigt, hangt die Volumenarbeit W mit der Volumendnderung dV und die Warme-
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dnderung 6¢) mit der Temperaturdnderung d1 zusammen. Daraus ldsst sich ableiten,
dass die partielle Ableitung der inneren Energie U nach V bei konstanter Temperatur
T der Volumenédnderungsarbeit 61/ und dass die partielle Ableitung von U nach T bei
konstantem Volumen V der Wéarmednderung 6@ zugeordnet werden kann.

3.1 Anwendung des 1. Hauptsatzes auf ideale Gase

Im Folgenden wird der erste Hauptsatz auf Zustandsdnderungen bei idealen Gasen in
geschlossenen Systemen angewendet. Dabei werden fiinf verschiedene Zustandsdnderungen
unterschieden:

1.

2.

Isochore Zustandsédnderung: Das Volumen V' bleibt konstant.
Isobare Zustandsdnderung: Der Druck p bleibt konstant.
Isotherme Zustandsdnderung: Die Temperatur 7" bleibt konstant.

Adiabatische Zustandsdnderung: Es erfolgt kein Warmeaustausch @ mit der Umge-
bung.

Polytrope Zustandsidnderung: Wahrend der Zustandsdnderung bleibt das Produkt
p- V"™ mit dem Polytropenexponenten n konstant. Die ZustandsgroBen p, V und T
sind variabel.

Die Anderung des Zustands eines abgeschlossenen Systems (d. h. ohne Austausch von
Teilchen, Molzahl n konstant) ldsst sich im p-V-Diagramm darstellen.
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3.2 Zustandsanderungen bei geschlossenen Systemen

3.2.1 Isochore Zustandsanderung

Bei einer isochoren Zustandsédnderung bleibt wiahrend des Prozesses das Volumen des
idealen Gases konstant, also

V =konst. & dV =0 . (3.4)
Aus der idealen Gasgleichung (2.5) folgt damit

% = % = konst. (3.5)
Der Verlauf der Zustandsinderung ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Wahrend der Druck-
erhohung des Gases von p; zu po bleibt das Volumen konstant; die Temperatur 7T sich
jedoch entsprechend der Druckerh6hung vergrofiert.
Aus dem ersten Hauptsatz (3.1) ergibt sich fiir die Anderung der inneren Energie bei der
isochoren Zustandsinderung

dU =6Q +0W =0Q —pdV =6Q =m-cy -dT . (3.6)
=0

Da die Volumenénderung dV null ist, ist auch die Volumenénderungsarbeit W null. Dies
zeigt sich daran, dass die Flache unter dem Pfad der Zustandsénderung von @ nach @
null ist. Die Anderung der inneren Energie ergibt sich daher aus der Temperaturinderung.
Der Index V bei der spezifischen Wérmekapazitit cy deutet an, dass es sich um die
spezifische Warmekapazitiat des idealen Gases bei konstantem Volumen handelt. Im
folgenden Abschnitt wird eine weitere spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck
abgeleitet. Die Warmekapazitit Cy lautet dementsprechend

CV =m:-cy . (37)

Aus der kalorischen Zustandsgleichung U = U (V,T) mit der inneren Energie U als
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Funktion von V und T ergibt sich damit fiir die Warmekapazitat

dU = 6Q = Cy - dT (3.8)
oUu oU
dU = —| d —| dT .
U= 37, %+ 37,4 (3.9)
N——
=0 Cv
dU  6Q

2 ° @

P ° @

Vv

Abbildung 3.2. p-V-Diagramm zur isochoren Zustandsénderung mit konstantem Volumen V.

3.2.2 Isobare Zustandsanderung

Bei einer isobaren Zustandsanderung bliebt wihrend des Prozesses der Druck p konstant
(siehe Abb. 3.3), also

p=konst. < dp=0 . (3.11)
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Entsprechend der idealen Gasgleichung (2.5) ergibt sich fiir das Verhéltnis von Volumen
und Temperatur

Vv ‘R

T = nT = konst. (3.12)
Wird die Temperatur beispielsweise wihrend der isobaren Zustandsédnderung von 100 K
auf 200 K verdoppelt, so dehnt sich das ideale Gas aus und das Volumen V verdoppelt
sich von 1m? auf 2m?.
Fiir die Volumenédnderungsarbeit W gilt

Va Vo
W [pav=—p[av=—pW-v)=p(i-V)) . (3.13)
i 1%
P

Abbildung 3.3. p-V-Diagramm zur isobaren Zustandsdnderung mit konstantem Druck p.

Die Volumenanderungsarbeit ist das Produkt aus dem konstanten Druck p und der
Volumenénderung AV. Wird das ideale Gas komprimiert (V2 < V1), dann ist die Volu-
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menéanderungsarbeit positiv (W > 0); am System wird Arbeit geleistet und es nimmt
Energie auf. Umgekehrt wird bei der Expansion des Gases (V2 > V1) dem System Energie
entzogen (siche Abb. 3.3) und es wird Arbeit geleistet (W < 0).

Fiir die Anderung der inneren Energie U ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz (3.1)

dU = 0Q + oW (3.14)
mit (3.15)
dU =n-Cyy -dT (3.16)
0Q=n-Cyp-dI'=m-c,-dI" (3.17)
W =—p-dV (3.18)

mit den molaren Wérmekapazitédten bei konstantem Volumen Cjsy und konstantem
Druck Cjsp. Die Anderung der inneren Energie dU ist die Summe aus der Anderung der
Wiérmemenge 6@ bei konstantem Druck und der geleisteten Volumenédnderungsarbeit
0W. Die Warmemengeninderung ist das Produkt der Warmekapazitit bei konstantem
Druck Cp und der Temperaturdnderung d1'. Daraus folgt

n-CM7V-dT;n~CM,p-dT—p~dV (3_19)
.R-T
mit v T gy Ry (3.20)
p p
nR
=>n-CM,V'dTZTL'CMJJ-dT—p-?'dT (3.21)
=Cyuyv=Cup—R&Cyup—Cuy=R . (3.22)

Die molaren Warmekapazitdten Cyr, und Cpyy unterscheiden sich um die ideale Gas-
konstante R.
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3.2.3 Isotherme Zustandsanderung

Bei einer isothermen Zustandsdnderung bleibt wihrend des Prozesses die Temperatur T’
konstant, also

T =konst. <« dI'=0 . (3.23)

Aus der idealen Gasgleichung (2.5) folgt damit fiir das Verhéltnis von Druck p und
Volumen V', dass

p-V =n-R-T = konst. (3.24)
Der Pfad der isothermen Zustandsédnderung (siehe Abb. 3.4) verlduft als Hyperbel.

P

P

Abbildung 3.4. p-V-Diagramm zur isothermen Zustandsdnderung mit konstanter Temperatur
T.

Der Uberstromversuch von Gay-Lussac (Abb. 3.5) zeigt, wie sich die ZustandsgroBen
wahrend der isothermen Zustandsédnderung verdndern. Ein ideales Gas bei der Temperatur
T befindet sich in der linken Kammer, in der rechten Kammer ist kein Gas. Wird das
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Verbindungsventil zwischen den Kammern getffnet, so stromt das Gas in die rechte
Kammer, bis sich der Druck p im gesamten System ausgeglichen hat. Wihrend des
Versuchs dndert sich die Temperatur 7' nicht; zudem erfolgt kein Wérmeaustausch @) mit
der Umgebung und es wird keine Arbeit W geleistet; das Gas breitet sich lediglich durch
den Gasdruck aus.

T T
Abbildung 3.5. Uberstromversuch von Gay-Lussac. Die Temperatur 7" bleibt nach dem Offnen

des Ventils konstant, wihrend das Gas von der linken in die rechte Kammer
stromt.

Aus dem ersten Hauptsatz (3.1) folgt

dU =6Q + oW (3.25)
Q=0 Es wird keine Warme iibertragen. (3.26)
oW =0 Es wird keine Arbeit geleistet. (3.27)
=dU =0 (3.28)
ou ou
AU =0= ——| dV+ —| dT 3.29
- vl @t arl, (329
=0

ou
—| =0 . 3.30
= v, (3.30)

Die innere Energie U eines idealen Gases ist nur von der Temperatur und nicht vom
Volumen abhéngig. In Gleichung (3.29) muss, damit die Gleichung erfiillt ist, der erste
Summand null sein. Der zweite Summand ist wegen d1’ = 0 bereits null. Da bei idealen
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Gasen keine Wechselwirkungen zwischen den Teilchen herrschen, spielt das Volumen
keine Rolle bei der Bestimmung der inneren Energie U. Lediglich die Temperatur T'
bestimmt die innere Energie. Bei realen Gasen (siehe Unterkapitel 2.11 zum van-der-
Waals-Gas) ist die innere Energie eine Funktion des Volumens und der Temperatur, da
sich bei Expansion das Gas abkiihlt (Joule-Thomson-Effekt).

Schliellich wird bei isothermen Vorgéingen die zugefithrte Wérme @) vollstdandig in Arbeit
W bzw. die zugefithrte Arbeit vollstandig in Warme umgewandelt

0=dU =6Q + W (3.31)
=Q=-W . (3.32)

Die Volumenanderungsarbeit W bei einer isothermen Zustandsidnderung lautet

Vs
W= —/pdV (3.33)
\%1
"R-T
mit p= % folgt (3.34)
Fn-R-T
W:_/L Lav (3.35)
14
Vi
7 av V.
W:—n-R-T-/vz—n-R-T-ani . (3.36)
Vi
Damit ist die zu- bzw. abgefiihrte Wérme
v
Q=n-R-T-ln2> . (3.37)
i
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SchlieBlich lasst sich mit

pr-Vi=n-R-T =konst. =ps - V5 (3.38)
Vs

R 3.39
p2 Wi (3:39)

die Volumenénderungsarbeit bzw. die Warme auch iiber das Druckverhéiltnis darstellen
als

W:—Q:—n-R-T-ln% . (3.40)
2

3.2.4 Adiabatische/isentrope Zustandsanderung

Bei der adiabatischen bzw. isentropen Zustandsénderung erfolgt kein Austausch des
abgeschlossenen System von Warme mit der Umgebung

Q =konst. < Q=0 . (3.41)

Adiabatische Prozesse laufen in der Regel sehr schnell ab, sodass es wegen der Tragheit
des Systems zu keinem Warmeaustausch kommt. In Abbildung 3.6 ist der Pfad einer
adiabatischen Zustandsdnderung dargestellt. Zum Vergleich ist der Verlauf der isothermen
Zustandsdnderung mit der zugehorigen Hyperbel zu erkennen, die flacher als die Adiabate
fallt.

Aus dem ersten Hauptsatz nach Gleichung (3.1) folgt

dU = §Q +W = 6W (3.42)
g
=>n-: CM,V dl = —p dv (3.43)
= n-Cyy dT = —”R%T av (3.44)
dT av av
= COuy 5 = —R 7 == (Cup = Cuy) 57 - (3.45)

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



3.2 Zustandsédnderungen bei geschlossenen Systemen 50

Isotherme

Adiabate

N )

Abbildung 3.6. p-V-Diagramm zur adiabatischen bzw. isentropen Zustandsénderung, bei der
es zu keinem Wérmeaustausch (6Q = 0) kommt.

Durch die Einfithrung des Adiabatenexponenten (oder auch Isentropenexponenten) als
Verhéltnis der Warmekapazitéit bei konstantem Druck zur Warmekapazitéit bei konstan-
tem Volumen

_CM,p_Cp_ip

o — _ S _ 3.46
Cuy Cv ey (3.46)
folgt
dar  ( Cu, v v
= (CM,V 1) =) T (3.47)
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Integration der Gleichung von Zustand @© zu Zustand @ fiihrt zu

T2 V2

dT dv
/T:_(”_l)'/7 (3.48)
T V1
T V:
:m%:—(ﬁ—n.mﬁ (3.49)
T2 B V2 (k—1) B Vl (k—1)
~7--%) -@) (3:50)
=TV =y y Y (3.51)
=T V#D = konst. (3.52)

Mit der idealen Gasgleichung (2.5) folgt die Poisson-Gleichung fiir adiabatische Zustands-
anderungen in drei unterschiedlichen Darstellungsformen

p - V* = konst., (3.53)
= T -p('=%) = konst., (3.54)
= T-V#=D = konst. (3.55)

Die Volumenénderungsarbeit W bei adiabatischen Zustandséinderungen betragt unter
Verwendung des ersten Hauptsatzes (3.1)

dU = 6Q +6W (3.56)
g

U=Cy-AT (3.57)

éWICV-(TQ—Tl)In-CM’V-AT . (3.58)

Damit héngt die Volumenidnderungsarbeit W bei einer adiabatischen Zustandsdnderung
lediglich von der Warmekapazitit Cy, sowie der Temperaturdifferenz AT ab. Dargestellt
ist die Volumenanderungsarbeit durch die Flache unter der Adiabate in Abb. 3.6.
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3.2.5 Polytrope Zustandsanderung

Bei einer polytropen Zustandsdnderung hingen in Analogie zur Poisson-Gleichung (3.53)
der Druck p und das Volumen V {iber folgende Beziehung zusammen

p- V™ = konst. (3.59)

Dabei bezeichnet n den Polytropenexponenten, nicht die Molzahl. Fiir typische tech-
nische Prozesse kann der Polytropenexponent als konstant angenommen werden. Die
Gleichungen fir adiabatische Zustandsdnderungen lassen sich weitestgehend auf po-
lytrope Zustandsidnderungen iibertragen, indem der Adiabatenexponent x durch den
Polytropenexponenten n ersetzt wird. Aus der idealen Gasgleichung (2.5) folgen damit
die Beziehungen

p- V"™ = konst., (3.60)
= T - pU~™ = konst., (3.61)
= T V"D = konst. (3.62)

Fiir den Zusammenhang zwischen Druck p und Volumen V' der verschiedenen Zustands-
anderungen nach Abb. 3.7 gilt

Isobare: n=0 p-V%=p=Xkonst.

Isotherme: n=1 p-V!=p.-V =konst.
Polytrope: n p- V™ = konst.

Adiabate: n=k p- V" =Kkonst.

Isochore: n—o00 p-V7%°=konst. = V = konst.

Der Verlauf der Polytrope héngt vom Polytropenexponenten n ab, ob die Polytrope
steiler als die Adiabate (n > k), zwischen Adiabate und Isotherme (k > n > 1) oder
flacher als die Isotherme (1 > n) verlduft. In der Regel sind isotherme und isentrope
Zustandsdnderungen bei realen thermodynamischen Systemen nicht zu erreichen, da sich
bei Prozessen die Temperatur andert bzw. es trotz guter thermischer Isolierung zu einem
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pﬂ

Isochore (n = o)
W\

\ Isobare (n = 0)

S o otherme (1 =1)

\\ S~el - Polytrope (n)

~
~

~—_ Adiabate (n = K)

|14
Abbildung 3.7. Vergleich der Pfade der fiinf Zustandsinderungen im p-V-Diagramm.

Warmeaustausch mit der Umgebung kommt. Dieses Verhalten spiegelt die polytrope
Zustandsdnderung wider, da der Polytropenkoeffizient n in diesen Féllen zwischen s und
1 liegt.

Die Volumenénderungsarbeit W bei polytropen Zustandsidnderungen betrigt unter Ver-
wendung der polytropen Poisson-Gleichung p; - V{* = p - V" mit beliebigem p; < p < ps
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und V; <V < V5 zwischen Zustand @ und @

Vs
W= /p av (3.63)
\%1
Va
=W =—p -V /V*” dv (3.64)
|4t
-1 Va
=W =—p -V ( - V—<”—1>) (3.65)
n—1 \%
=W =—p -V [(_1 : V‘””) - ( ! -V(””ﬂ (3.66)
LEIRE! n—1 2 n—1 ! '
. yn 1 1 L yn n—1 _ yn—1
—~ W = b1 ‘/'1 . - — —| = b1 Vvl . Vvl — V2_1 (367)
n — 1 ‘/271 Vln n—1 ‘/ln . ‘/Zn
VA anl _ anl -V anl
N/ Rt N EE L [ S (3.68)
n—1 V2” n—1 V2”

Mit der idealen Gasgleichung im Zustand @ und der polytropen Poisson-Gleichung

pr-Vi=n-R-T1 (3.69)

‘/1 (n—l) T2
— = = 3.70
<V2> Ty (3.70)

folgt schlieBlich fiir die Volumenédnderungsarbeit (mit der Molzahl 7 zur Unterscheidung
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vom Polytropenexponenten)

n-R-T T5
- =1 71
W= (T1 ) (3.71)
.
W= (1-7) (3.72)
n—1
mit Iﬁ:% und R:CMJ;—CM,V:Cij-(H—l)
Cuyv
(k-1
:>W:ﬁ-CM";_(Hl)-(T2—T1) (3.73)
k—1
éW:Cv-n_1~(T2—T1) . (3.74)

Damit hangt die Volumenanderungsarbeit W bei einer polytropen Zustandséinderung
von der Warmekapazitiat Cy, dem Polytropenexponenten n, dem Adiabatenexponenten
k sowie der Temperaturdifferenz AT ab. Geht der Polytropenexponent n in den Adiaba-
tenexponenten k iiber, also n = &, so ergibt sich fiir die Volumenanderungsarbeit W die
Darstellung bei adiabatischen Zustandséanderungen nach Gleichung (3.58).

Aus dem ersten Hauptsatz (3.1) ldsst sich schlieBlich die Warmemenge @) bestimmen, die
bei einer polytropen Zustandsdnderung mit der Umgebung ausgetauscht wird.

Q=-W+AU mit AU =Cy(Tx—T)) (3.75)
= Q=-Cy "o 1 ATy —TY) + Cy(Ty — T1) (3.76)
:>Q:CV.(T2_T1).<1_Z:1) (3.77)
:>Q:CV~(T2—T1)-% (3.78)
= Q=Cy- 2 (=T1) (3.79)

Die Warmemenge bei polytropen Zustandsinderungen hangt, wie die Volumenadnderungs-
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arbeit, insbesondere von der Temperaturdifferenz ab. Fir n — s geht die Warmemenge @)
gegen Null, da es sich dann um eine adiabatische Zustandsdnderung mit 6¢) = 0 handelt

im Q=0 . (3.80)

n—K

3.3 Enthalpie

Die Enthalpie H ist, wie die innere Energie U, eine Zustandsgrofle und beschreibt den
Wérmeinhalt eines thermodynamischen Systems als Summe aus der inneren Energie U
und dem Produkt aus Druck p und Volumen V

H=U+p-V . (3.81)
Aus dem totalen Differential der Enthalpie
dH =d(U +pV)=dU +pdV +V dp (3.82)

zeigt sich, dass bei isobaren Zustandséinderungen (siehe 3.2.2) die Anderung der Enthalpie
dH gleich der Warmemengenanderung () ist

dU = 6Q + 6W =6Q —p-dV (3.83)
= dU +p-dV =6Q =dH . (3.84)

Ist die Zustandsédnderung nicht isobar, dann erweitert sich die Enthalpieinderung dH im
Allgemeinen zu

dH =6Q+V -dp . (3.85)

Die Enthalpie ldsst sich, analog zur inneren Energie U(V,T), als Funktion vom Druck
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und der Temperatur darstellen

H=H(pT) (3.86)
OH OH
H=—| dI'+ — .
=d o |, + |y dp (3.87)

Entsprechend der Herleitung der isochoren Warmekapazitit Cy nach Gleichung (3.10)

dUu

Cv = —
VT arly

(3.88)

ergibt sich aus der Enthalpie fiir die isobare Wéarmekapazitit C),, durch Koeffizientenver-
gleich

dH  §Q

o ar -G Cup=mecy (3.89)
=C),= Z—;I y (3.90)

Damit ergibt sich
H=n -Cyp - T=0C,-T . (3.91)

Da (in der Regel) Anderungen von Aggregatszustinden bei konstantem Druck p erfolgen,
ist die Enthalpie H eine geeignete thermodynamische Gréfle, um den Warmeumsatz bei
der Anderung des Aggregatszustands zu beschreiben.

Aus dem Ubertrémversuch von Gay-Lussac konnte gezeigt werden, dass die innere Energie
U bei idealen Gasen lediglich eine Funktion der Temperatur ist U = U(T). Mit der
Definition der Enthalpie folgt analog, dass auch die Enthalpie bei idealen Gasen nur von
der Temperatur, nicht aber vom Druck abhéngt

H=U+p-V =U(T)+nRT (3.92)
= H=HT) . (3.93)
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3.4 Kalorische Zustandsgleichung idealer Gase

Die Warmekapazitdt von idealen Gasen héngt in guter Naherung mit den energetischen
Freiheitsgraden der Gasteilchen nach Unterkapitel 2.9 zusammen. Aus den Gleichungen
fiir die innere Energie

U:n-CMyv-T:CV'T und (394)
U:n-g-R-T (3.95)

folgt fiir die isochore, molare Warmekapazitidt Cpr1- in Abhingigkeit der Freiheitsgrade
f nach Gleichung (2.51)

Cuy = g R (3.96)

Aus dem Zusammenhang zwischen Cyy und Cyyy, mit Cury, — Cury = R folgt fiir die
molare Warmekapazitéit bei konstantem Druck Cyy,,

2
CM,p:CM,V+R:§-R+R:f%.R : (3.97)

Der Adiabatenexponent k bei idealen Gases wird damit zu

= Cup _ 2 (3.98)

K =
Cuy f

Einatomige Molekiile (Edelgase) haben lediglich drei Translationsfreiheitsgrade, also ist
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f = 3 Damit folgt fiir die molaren Wéarmekapazititen

3
Cuy=5-R , (3.99)

5
Cup=5 R (3.100)
K= g ~ 1,667 . (3.101)

Ideale Gase, die aus zweiatomigen Molekiilen (Sauerstoff, Stickstoff) bestehen, haben bei
Raumtemperatur drei Translations- und zwei Rotationsfreiheitsgrade (f = 5). Die zwei
Schwingungsfreiheitsgrade sind bei Raumtemperatur in der Regel noch ,eingefroren“ und
treten erst bei sehr hohen Temperaturen auf (also f = 7):

Raumtemperatur:  Chry = g R, Cup= % R, k= g =1,4 (3.102)
7 9 9

T sehr grof3: Cuy = 3 R , Cup= 3 R , k= = ~ 1,29 , (3.103)
3 5 5

T sehr klein: Cuy = 3 R , Cuyp= 3 R , k= 3 ~ 1,667 . (3.104)

Je grofler die Freiheitsgrade der Molekiile und je hoher die Temperatur werden, desto
kleiner wird der Adiabatenexponent x. Zudem ist der Adiabatenexponent eine Funktion
der Temperatur k = k(7).

Der Zusammenhang in Gleichung (3.97) ergibt sich auch aus dem Zusammenhang zwischen
der inneren Energie U und der Enthalphie H

H=U+pV (3.105)
=>n~CM’p-T:n-CM’V~T+n-R'T (3.106)
= CMJ, = CM,V + R . (3.107)
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4 Offene Systeme

Offene Systeme nach der Darstellung in Unterkapitel 2.12 sind dadurch gekennzeichnet,
dass es zu einem Austausch von Teilchen kommt. Daher muss bei der Formulierung des
ersten Hauptsatzes der Thermodynamik fiir offene Systeme bertiicksichtigt werden, dass
das bewegte Massenelement neben einer inneren Energie U zusétzlich kinetische und
potenzielle Energiebeitréige liefert.

4.1 Technische Arbeit

Betrachtet wird im Folgenden ein offenes System, in das von links ein Volumenelement der
Geschwindigkeit ¢; mit der Masse m, der inneren Energie Uy, dem Druck p; sowie dem
Volumen V; einstromt (siehe Abb. 4.1). Beim Durchstrémen wird eine Turbine angetrieben,
indem diese durch die Stromung in Rotation versetzt wird und damit (innere) Arbeit
W; leistet. Nach dem Vorbeistromen an der Turbine verlédsst das Volumenelement das
System mit der Geschwindigkeit co, der inneren Energie Us, dem Druck ps und dem
Volumen V5. Die Masse m und damit auch der Massenstrom 7 bleiben unveriandert.

@ an @ Wi12

£ i m oo
U

Abbildung 4.1. Offenes System mit konstantem Massenstrom, der eine innere Arbeit W;
verrichtet.
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Die vollstindige Energiegleichung beim Ubergang von Zustand @ zu Zustand @ lautet

1
U+pVi+ —mcéd + mgz +Qi+ Wi
2 ——

t. B i
kin. Energie po nergie

1
=Us+po Vo + 5mc§ + mgze + Qo
—_——

t. Energi
kin. Energie Do0 o8¢

Beriicksichtigt ist in dieser Gleichung noch zuséatzlich, dass sich durch eine mogliche
Anderung der Hohe z die potenzielle Energie des Volumenelements éndern kann und
dass die einstromenden und ausstromenden Volumenelemente die Warmemenge () haben.
Der Energieterm p;V; wird als Einschubarbeit und der Energieterm po V5 als Ausschubar-
beit bezeichnet. Die Verschiebearbeit ist die Differenz zwischen der Einschub- und der
Ausschubarbeit, also poVo — p1 V4. Fiir die innere Arbeit W;, die von dem Volumenstrom
geleistet werden kann, ergibt sich damit

1
Wite = (U +p2 Vo) — (U1 + ;1 V1)+§m (3—ch)+mg (22— 21)+ (Q2— Q1)

(4.2)
1
= Wite = Hy — Hy + 5 m (3—ch)+mg(22—21)— (Q1 — Qo) (4.3)
1
= W10 =dH + 5 m (C% — C%) +mg (22 — 2’1) — 5@12 . (4.4)

Die innere Arbeit umfasst neben einem technisch nutzbaren Arbeitsanteil W; immer auch
einen dissipativen Energieanteil Wy;ss, der u. a. durch Reibung verloren geht

Wi = Wt + Wdiss . (45)

Aus dem ersten Hauptsatz fir offene System (unter Berticksichtigung der kinetischen und
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potenziellen Energie, die als zusétzliche Terme ergéinzt werden miissen)

1 2

dU + 3 m (c5 — c%) +mg (22 —21) = 0Q12 + 0Wy12 (4.6)
1
= dU = 0Q12 + dWy12 — 5 m (5—c2)—mg (20— 2) (4.7)
1
=U; —U; = Ang + AW\/U + =-m (C? — C%) +mg (2’1 — ZQ) s (48)

2
der differentiellen Volumendnderungsarbeit 6Wy = —p dV und der Enthalpie
dH =dU +p dV +V dp (4.9)
P2
:>H2—H1:U2—U1—AWV+/ V dp (4.10)

p1

ergibt sich damit durch Einsetzen der Gleichungen (4.9) und (4.7) in (4.4)

1
SWito =dU +pdV +V dp + 5 M (2 —c)+mg(z—2)—06Q (4.11)
1
=6Q12 + IWyo — 3 m (cg — c%) —m g (22— 21)
1 (4.12)
+pdV+Vdp+§ m(c%—c%)—kmg (22 — 21) — 0Q12
=Wy + pdV +V dp (4.13)
——
—6Wy12
= W=V dp . (4.14)

Die innere Arbeit W; bzw. technische Arbeit W; ohne Beriicksichtigung von Verlusten ist
damit das Integral der Volumendnderung V iiber den Druck p

Wy = /V(p) dp . (4.15)

p1
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74

P :
_[Vdp
1
il (L
T el - T a7
12! 41 Va "
Volumenénderungsarbeit W+, Technische Arbeit W,

Abbildung 4.2. Gegeniiberstellung der Volumenédnderungsarbeit und der technischen Arbeit
als Flachen unter den Kurven bei einer Zustandsdnderung von @ nach @.

Zu beachten ist, dass im Falle der technischen Arbeit — im Gegensatz zu Volumenén-
derungsarbeit — aus der Definition der Energievorzeichen ein positives Vorzeichen vor
dem Integralzeichen steht. In Abbildung 4.2 ist die technische Arbeit im p-V-Diagramm
dargestellt. Das Integral iiber den Druck fiithrt zu einer Projektion der Fliache auf die
Ordinate. Die technische Arbeit W; wird auch als Druckdnderungsarbeit bezeichnet.
Die integrale Darstellung von Gleichung (4.9) zur Enthalpie ldsst sich anschaulich tiber
die Addition der zugehoérigen Fldchen darstellen

/pdV:/Vdp—i-pyVi—m‘Vé (4.16)
= Wi =Wyia+(p2-Vo—p1-V1) . (4.17)
Verschiebearbeit

Die vier Terme stellen jeweils Flachen im p-V-Diagramm dar (siehe Abb. 4.3) bei einer
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Zustandsdnderung von Zustand @ zu @. Die Volumenénderungsarbeit Wy, entspricht der
Flache unter der Kurve bezogen auf die Abszisse, technische Arbeit W; ist die Fliache
bezogen auf die Ordinate. Die beiden Volumenelemente p; - V4 und ps - V5 sind die
Energieinhalte im Zustand © bzw. @.

7y
il
- - @
P
V
\_1/' |
="
3 3 3
=
o %) "

Abbildung 4.3. Visualisierung der auftretenden Energieterme bei einem offenen System.

Gleichung (4.17) ldsst sich als Flédchenaddition interpretieren (Abb. 4.3). Im Zustand @
hat das Gas in dem Kolben durch den vorherrschenden Druck p; und dem Volumen Vi, den
das ideale Gas einnimmt, die Energie p; - V1, die fiir das Befiillen des Kolbens aufgewendet
werden muss (Expansion des Kolbens von Vj nach V7). Wird nun Volumenénderungsarbeit
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Wy12 am System durch Kompression des Gases von @ nach @ geleistet, so hat das ideale
Gas nach der Zustandsédnderung die Energie ps - Vo, die frei wiirde, wenn das Gas
schlieBlich vollstandig aus dem Kolben entnommen werden wiirde (Ausschub von V3 nach
Vo). Die resultierende Gesamtenergie ist die technische Arbeit W;. Die Visualisierung der
Fldchenaddition nach Gleichung (4.17) ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

[vap = [pav 4+ pv, = p-y
= +c-

—= [y -

Abbildung 4.4. Fléachenaddition bei der technischen Arbeit.

Beispiel zur Berechnung der technischen Arbeit

Durch eine Pumpe wird der Wasserdruck von 1 bar auf 61 bar erhéht. Da Fliissigkeiten
quasi inkompressibel sind, dndert sich das Volumen nicht (isochore Zustandsianderung).
Zu berechnen ist die spezifische technische Arbeit wy, die zu leisten ist.

p

A

» @
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Das spezifische Volumen v (Volumen bezogen auf die Masse) betrigt

1
v=-=10"m3kg !
0

Fir die spezifische technische Arbeit wy1o ergibt sich damit

D2 p2
wuz:/vdpzv dp = v (p2 — p1)
p1 b1
= wys =103 m3kg ™! - (61 10°Nm™2 —1-10° Nm_2> = 6kJkg!

Beispiel zur Berechnung Enthalpie bei einer adiabatischen Zustandsiande-
rung

Zu berechnen ist die Anderung der Enthalpie H und der inneren Energie U in einer
Maschine, die durch einen Luftstrom angetrieben wird. Das ideale Gas habe einen
Anfangsdruck von p; = 5bar bei einem Volumen V; = 10m?. Nach dem Austritt aus
der Maschine habe das Gas einen Druck ps = 1 bar und ein Volumen Vi = 30m?. Die
technische Arbeit, die das Gas beim Durchstromen leistet, sei W;10 = —6 MJ. Der
Prozess verlaufe adiabatisch.

Vj VE
_—..F
§4! 2]
[
H/; 12
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Hy — Hy = Q12 +Wir2
jney
= Hy — Hy = Wiz
= Hy — H = —-6MJ
H=U+p-V
= (Uz+p2- Vo) = (U +p1- V1) = Wira
=Us—U =Wija+p1-Vi—p2-V2
= AU = —6MJ + 5bar - 10m® — 1 bar - 30 m®
= AU = —4MJ

Die Enthalpie des Gases reduziert sich um 6 MJ, wiahrend sich die innere Energie des
Gases um 4 MJ verringert. Die Differenz zwischen beiden Energiewerten von 2 MJ
entspricht der Anderung der Energie des Gases vor dem Einstrémen und nach dem
Ausstromen.

4.2 Technische Arbeit bei Zustandsanderungen

Fiir die in 3.2 aufgefiithrten Zustandsdnderungen léasst sich nun die technische Arbeit bei
Zustandsénderungen idealer Gase aus der Definition

W; = /V(p)dp (4.18)

erganzen.

1. Isochore Zustandsianderung

Die technische Arbeit bei einer isochoren Zustandsédnderung (V konst., dV = 0)
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lautet

P2 P2
Wt:/V dp:V/ dp=V(ps —p1) = nR(Ty—T1) . (4.19)

p1 P1

2. Isobare Zustandsinderung

Ist der Druck wéhrend der Zustandsénderung konstant (dp = 0), so ist die technische
Arbeit gleich null

P2
Wt:/Vdp:O . (4.20)

p1

3. Isotherme Zustandsinderung

Bei einer isothermen Zustandsdnderung (7" konst., dT" = 0) muss beriicksichtigt
werden, dass das Volumen V' (p) vom Druck abhéngt

p2 D2 RT p2d
W, = /V(p) dp = /L dp = nRT/—p — nRTIn (p2> . (4.21)
b b p1
p1 p1 p1

Der Vergleich der Volumenédnderungsarbeit Wy, bei einer isothermen Zustandsén-
derung nach Gleichung (3.36) mit der technischen Arbeit zeigt, dass die Volumen-
anderungsarbeit und die technische Arbeit gleich sind

Wy = —nRTIn (VQ) = nRTIn <m> W, . (4.22)
Vi D1

Im p-V-Diagramm (Abb. 4.5) stellt sich dies so dar, dass die Flachen unter der
Hyperbel bei konstanter Temperatur bezogen auf die Abszisse (Volumenénderungs-
arbeit) und auf die Ordinate (technische Arbeit) gleich grof sind.
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Abbildung 4.5. Technische Arbeit W; und Volumenédnderungsarbeit Wy bei einer isothermen
Zustandsanderung.

Da sowohl innere Energie als auch Enthalpie bei idealen Gasen lediglich von der
Temperatur abhédngen, folgt damit, dass die technische Arbeit vollstdndig in den
Warmeaustausch Q12 tibergeht

Hy —Hy = Q2+ Whna=0=0U—-0Uh (4.23)
= Q2 = —Wna = —Wyiz2 . (4.24)

FEine isotherme Expansion des idealen Gases fiihrt dazu, dass die abgegebene
technische Arbeit aus der zugefiihrten Warme gedeckt wird. Wird das ideale Gas
isotherm komprimiert, dann wird die zugefiihrte technische Arbeit als Warme an
die Umgebung abgegeben.
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4. Adiabatische/isentrope Zustandsidnderung

Bei einer adiabatischen Zustandséinderung ist der Warmeaustausch Q12 null, damit
ergibt sich die technische Arbeit aus

H2 — Hl == Ql? +Wt12 . (4.25)
~—
=0

Mit der isobaren Warmekapazitdt nach Gleichung (3.91) und dem Zusammenhang
zwischen der isobaren und der isochoren Wérmekapazitit tiber den Adiabatenexpo-
nenten s ist

H:thg:n-CMyp‘T:n-(FJ-CMJ/)‘T:H-WVH (4.26)
= Whe =r-Wyiz . (4.27)

Die technische Arbeit und die Volumendnderungsarbeit unterscheiden sich bei
adiabatischen Zustandsénderungen idealer Gase um den Adiabatenexponenten k.
Wird die technische Arbeit bei einer isentropen Expansion und einer isothermen
Expansion verglichen, zeigt sich, dass die technische Arbeit bei der isentropen
Expansion kleiner als bei der isothermen Expansion ist, da die Isentrope steiler als
die Isotherme verlauft (siehe Abb. 4.6).

5. Polytrope Zustandsinderung

Analog zum Vorgehen der polytropen Zustandsidnderung geschlossener Systeme
(Ersetzen des Adiabatenexponenten x durch den Polytropenexponenten n) folgt fiir
die Beziehung zwischen technischer Arbeit und Volumendnderungsarbeit

Wi =n-Wyia . (4.28)

In Abhéngigkeit des Polytropenexponenten n ist die Polytrope steiler bzw. flacher
als die Isotherme oder als die Isentrope.
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Abbildung 4.6. Unterschied der technischen Arbeit bei isothermer und isentroper Zustands-

dnderung. Der isentrope Verlauf ist steiler und fithrt zu einem kleineren

Volumen VQ(Q) im Vergleich zur isothermen Zustandsédnderung mit VQ(T).
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5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik
und dessen Anwendung

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ergianzt und erweitert den ersten Hauptsatz
der Thermodynamik, der die Energieerhaltung widerspiegelt, um den Aspekt der Richtung
von thermodynamischen Prozessen. Des Weiteren lésst sich die Entropie als Zustandsgrofie
ableiten. Der zweite Hauptsatz ldsst sich auf unterschiedliche Arten formulieren. An
dieser Stelle seien zwei Formulierungen genannt.

Formulierung nach Clausius:

Es gibt keine Zustandsdnderung, deren einziges Ergebnis die Warmeiiber-
tragung von einem Korper niederer auf einen Koérper héherer Temperatur
ist.

Formulierung nach Planck:

Es ist unmoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die
weiter nichts bewirkt, als das Leisten von Arbeit und das Abkiihlen eines
Waérmereservoirs.

Die Formulierung nach Clausius deckt sich unmittelbar mit der tdglichen Beobachtung,
dass bei zwei Korpern mit unterschiedlichen Temperaturen Tj und Ty, > T ohne duflere
Einwirkung der kiithlere Korper mit Ty keine Wéarme auf den warmeren Koérper mit Ty,
iibertragt und dabei weiter abkiihlt. Die Formulierung nach Planck geht einen Schritt
weiter und betrachtet einen periodisch ablaufenden Kreisprozess. Dieser Prozess kann nur
dann periodisch sein, wenn es einen Temperaturgradienten zwischen zwei Warmereservoirs
gibt, bei dem das warmere Reservoir abgekiihlt und das kiihlere Reservoir erwarmt wird,
um dadurch Arbeit zu leisten.

Eine weitere Folge des zweiten Hauptsatzes ist der Ausschluss der Existenz eines Perpe-
tuum Mobiles zweiter Art. Ein Perpetuum Mobile erster Art wére eine Maschine, welche
die Energieerhaltung und damit den ersten Hauptsatz der Thermodynamik verletzt. Ein
Perpetuum Mobile zweiter Art wére eine Maschine, die zwar nicht gegen den ersten
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Hauptsatz, aber gegen den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik verstofit. Dies wére
eine Maschine, die einem warmen Reservoir zum Leisten von Arbeit Warmeenergie ent-
zieht und durch die Abwérme des Prozesses das warme Reservoir wieder erwarmt. Dies
ware kein Widerspruch zum ersten Hauptsatz, jedoch verbietet der zweite Hauptsatz ein
solches Perpetuum Mobile.

5.1 Reversible und irreversible Prozesse

Ein Prozess wird als reversibel bezeichnet, wenn er sich vollstdndig und ohne Einwirkung
von auflen umkehren ldsst. Dies bedeutet, dass sich die am System geleistete Arbeit
wieder vollsténdig in Warmeenergie umwandeln ldsst und umgekehrt. Die Beobachtung
zeigt jedoch, dass thermodynamische Prozesse immer nur in eine Richtung ablaufen.
Abbildung 5.1 zeigt ein Beispiel fiir einen reversibel ablaufenden Prozess. In einem Kolben
ist ein ideales Gas eingeschlossen, welches kontinuierlich verlustfrei komprimiert und
expandiert wird. Dadurch wird die angehéngte Masse gehoben und wieder abgesenkt.
Sofern keine Reibungsverluste beriicksichtigt werden, kann dieser Prozess beliebig oft
wiederholt werden.

7 GG

Abbildung 5.1. Beispiel fiir einen reversiblen Prozess. Die reibungsfreie Expansion und Kom-
pression des Gases fiihrt zu einem kontinuierlichen Heben und Senken des
Gewichts.

Tatséchlich laufen in der Natur Prozesse immer mit Verlusten ab, sodass Prozesse stets
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irreversibel sind. Irreversibel bedeutet, dass eine spontane Umkehrung des Prozesses nicht
erfolgen kann. Fiir eine Umkehr muss dem System von auflen Energie zugefiihrt werden.
Irreversible Prozesse lassen sich differenzieren in
(a) Ausgleichsprozesse (spontan irreversibel):
- Druckausgleich,
- Temperaturausgleich,

- Konzentrationsausgleich und

(b) Dissipationsprozesse (erzwungen irreversibel):
- Riihrprozess,
- reibungsbehaftete Stromung und

- plastische Verformung.

Irreversible Prozesse verlaufen bei spontanen Reaktionen immer in eine spezifische
Richtung. Dabei wird Energie, die technisch nutzbar ist — die Exergie — in eine Energieform
umgewandelt, die technisch nicht unmittelbar nutzbar ist — die Anergie. Fallt zum
Beispiel ein Korper aus grofler Hohe auf den Boden, so wird die potenzielle Energie
durch das Fallen in kinetische Energie und schliellich beim Aufprall in Warme- und
Verformungsenergie umgewandelt. Beide Energieformen sind anergetische Energieformen,
da weder die Warmeenergie noch die Verformungsenergie spater genutzt werden kénnen,
um den Prozess umzukehren und den Korper wieder anzuheben.

Energie = Exergie + Anergie
—— N——
technisch nutzbare Energie technisch nicht nutzbare Energie

Bei einem irreversiblen Prozess wird also ein Teil der Exergie in Anergie umgewandelt,
wobei die Gesamtenergie des Systems als Summe aus Exergie und Anergie erhalten bleibt.
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(b) Kreisprozess mit zwei Zusténden.

Abbildung 5.2. Unterscheidung von linearen Prozessen und Kreisprozessen.

5.2 Kreisprozesse

Unter einem Kreisprozess wird eine Abfolge von nacheinander ablaufenden Zustandsén-
derungen verstanden, die periodisch ablaufen und wieder den Ausgangszustand erreichen.
Der Ausgangszustand lasst sich iiber die thermodynamischen Zustandsgréfien Temperatur,
Druck, Volumen, innere Energie und Enthalpie beschrieben. Mithilfe von Kreisprozessen
lassen sich Maschinen beschreiben, die durch einen Temperaturgradienten angetrieben
werden und Arbeit leisten (Wéarmekraftmaschine) oder umgekehrt durch das Leisten von
Arbeit einem Temperaturgradient (zum Heizen oder Kiihlen) vergrofern (Kraftwéirme-
maschine).

In Abbildung 5.2 sind ein linearer Prozess sowie ein Kreisprozess mit jeweils zwei Zustén-
den dargestellt. Der lineare Prozess verlduft in eine Richtung von Zustand @ zu Zustand
@. Bei einem geschlossenen System wird der Prozess nur einmal durchlaufen (Expansion
eines idealen Gases in einem Kolben), bei einem offenen System wird der Prozess solange
durchlaufen, bis das Arbeitsmittel vollstandig verbraucht ist (Verbrennungsprozess).
Ohne das Zufithren von Energie lasst sich der Prozess nicht umkehren. Der idealisierte
Kreisprozess mit zwei Zustidnden @ und @ wird periodisch durchlaufen, indem das offene
oder geschlossene System von @ nach @ Arbeit leistet und auf dem Riickweg von @ nach
@ Arbeit am System geleistet wird, um nach einem Durchlauf wieder im Ausgangszustand
® auszukommen. Im Anschluss kann der Prozess von neuem durchlaufen werden.

Eine Hubkolbenmaschine als Beispiel fiir einen periodischen Kreisprozess eines geschlos-
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Abbildung 5.3. Kreisprozess einer Hubkolbenmaschine.

Heizkorper - Heizkorper

senen Systems ist in Abb. 5.3 dargestellt. Von einem Heizkérper wird Wéarmeenergie auf
das eingeschlossene ideale Gas in dem Kolben iibertragen, sodass dies zur Expansion
des Gases und damit zum Leisten von Arbeit fithrt (Antrieb der Kurbelwelle). Fiir
die Riickkehr in den Ausgangszustand muss dem expandierten Gas nun mittels eines
Kiihlkorpers Warme entzogen werden, damit das Gas komprimiert wird und sich das
Volumen verkleinert. Nachdem der Kolben nach der Kompression den Ausgangszustand
(den sogenannten Totpunkt) wieder erreicht hat, beginnt der Kreisprozess von vorne.
Bei realen Maschinen setzt sich der Kreisprozess nicht lediglich aus zwei, sondern in der
Regel aus aus vier oder mehr Zustidnden zusammen.

Fiir offene Systeme gilt ein &hnliches Konzept (siehe Abb. 5.4). Zusitzlich zur Warmezu-
fuhr und der Expansion des Gases erfolgt zuvor ein Einstromen des idealen Gases in den
Hohlraum. Nach der Warmeabfuhr iiber einen Kiihlkérper und der daraus resultierenden
Kompression des Gases wird dieses iiber ein Ventil aus dem Hohlraum abgefiihrt. Dieser
Kreisprozess wird zum Beispiel bei Verbrennungsmotoren angewendet.

5.3 Reversible Kreisprozesse

Ein reversibler Kreisprozess bei einem geschlossenen System ist in Abbildung 5.5 darge-
stellt. Reversibel bedeutet, dass es zu keinen Verlusten beim Durchlaufen des Kreispro-
zesses durch Reibung etc. kommt. Der Weg von Zustand @ zu @ verlduft entlang des
oberen Pfads (Expansion des Gases durch Warmezufuhr @12), der Riickweg von @ nach
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Kiihlk&rper Kiihlk&rper

Abbildung 5.4. Kreisprozess bei einer Hubkolbenmaschine mit Ventilen zum Ein- und Aus-
lassen des Arbeitsgases.

@ erfolgt auf dem unteren Pfad (Kompression des Gases durch Abkiihlung (QQ21). Damit
ist der Betrag der Volumendnderungsarbeit Wy1s von @ zu @ gréfer als der Betrag der
Volumenénderungsarbeit Wyo1 von @ zu @

|WV12| > |Wv21| . (5.1)

Kiihlkorper Wy

Abbildung 5.5. Reversibler Kreisprozess bei einem geschlossenen System. Links die Zustands-
dnderungen im p-V-Diagramm, rechts die zugehorige Visualisierung der
Maschine.
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Die Gesamtarbeit W, die der reversible Kreisprozess bei einem Durchlauf leisten kann,
ist die Summe der beiden Volumendnderungsarbeitswerte

Wi = Wi+ Wik (5.2)

Die Vorzeichen geben an, ob der jeweilige Energieterm positiv (dem System wird Energie
zugefiihrt) oder negativ (das System leistet Arbeit) ist. Wegen |Wyrio| > |Wye1| ist die
resultierende Arbeit Wk negativ, der Kreisprozess leistet Arbeit. Ware die Gesamtarbeit
Wk positiv, so miisste zum Durchlaufen des Kreisprozesses Arbeit am System geleistet
werden. Fiir die Anderung der inneren Energie U fiir die beiden Zustandséinderungen gilt
nach dem ersten Hauptsatz

®— @ Uy—Up=Qu2+ Wy (5.3)
@ —=®: Uy —U;=Qa + Wy

Die Addition beider Gleichungen fiihrt zu

0= Q12 + Wyiz2 + Q21 + Wy
= Wk = Wyiz + Wyar = — (Q12 + Q21)

:WK:ZWv,iz—ZQi . (5.7)

Die resultierende Arbeit Wy, die durch einen Kreisprozess geleistet werden kann, ist
im Allgemeinen die Summe aller Volumenédnderungsarbeitsterme Wy bzw. die negative
Summe aller zu- und abgefiihrten Warmemengen Q).

Fiir einen Kreisprozess bei einem offenen System (siehe Abb. 5.4) ergibt sich aus der
Enthalpie und der technischen Arbeit fiir die Wirkarbeit Wy analog zum Vorgehen bei
der Rechnung fiir geschlossene Systeme
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Abbildung 5.6. p-V-Diagramm eines Kreisprozesses mit zwei Zustédnden und resultierender
technischer Arbeit.

®—@: Hy—Hi=Qi2+Wya , (5.8)
@—>®: Hy—Hy=0Qo + Wi (5.9)
= 0= Q12 + Wi2 + Q21 + Wiy (5.10)

= Wk = Wiia + Wy = — (Q12 + Q21) (5.11)
SWik=> Wyi=-> Qi . (5.12)

Hierbei ist die Arbeit, die der Kreisprozess leisten kann, die Summe der zu- bzw. ab-
gefithrten technischen Arbeit Wi bzw. die negative Summe der zu- bzw. abgefiihrten
Wiérmeenergie Q.

Bei Kreisprozessen spielt die Richtung der Pfade zwischen den einzelnen Zustédnden eine
entscheidende Rolle, ob die Maschine Arbeit leistet oder aus geleisteter Arbeit Wérme
erzeugt. Zunéchst wird ein rechtsldufiger Kreisprozess in Abbildung 5.7 betrachtet. Der
Begriff ,rechtsldufig® ergibt aus der Abfolge der Pfade im p-V-Diagramm, da bei der
Abfolge immer Rechtskurven ausgefiithrt werden; die Bewegung erfolgt im Uhrzeigersinn.
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2

Abbildung 5.7. Rechtsldufiger Kreisprozess im p-V-Diagramm.

Aus obiger Uberlegung ist wegen |[Wy1a| > |Wia1| bereits bekannt, dass die Arbeit Wi
negativ ist und die Maschine damit Arbeit nach auflen abgibt. Angetrieben wird die
Maschine durch den Temperaturgradienten zwischen einem warmen und einem kalten
Reservoir. Bei einer Maschine mit einem rechtsldufigen Kreisprozess wird von einer
Wiérmekraftmaschine gesprochen.

Umgekehrt wird bei einem linksldufigen Kreisprozess am System Arbeit geleistet und
damit Warmeenergie erzeugt (Kraftwarmemaschine). Die Pfade entlang der Zustédnde
laufen entgegen dem Uhrzeigersinn (siehe Abb. 5.8). Durch die Umkehrung der Umlauf-
richtung wird nun einem kalten Reservoir Warme Q12 entzogen und einem wérmeren
Reservoir die Warmemenge Qo1 zugefiihrt. Fiir diesen Prozess muss dem System von
auflen Energie durch das Leisten von Arbeit (z. B. durch den Antrieb des Hubkolbens)
zugefiihrt werden. Der resultierende Term Wy ist damit positiv.

Fiir offene Systeme gelten die gleichen Regeln bzgl. der Kreisprozessarbeit Wy, jedoch
wird bei offenen Systeme die technische Arbeit W; betrachtet (siche Abb. 5.9). Beim
rechtslaufigen Kreisprozess leistet das System Arbeit (Wx < 0), wihrend beim linksldufi-
gen Kreisprozess dem System Energie durch geleistete Arbeit zugefithrt wird.
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Abbildung 5.8. Linksldufiger Kreisprozess im p-V-Diagramm und Flidchenaddition der auf-
tretenden Volumendnderungsarbeitsterme.

5.4 Carnot-Kreisprozess

Ausgehend von den in 3.2 eingefiihrten Zustandsédnderungen lasst sich ein reversibler
Kreisprozess mit vier Zustidnden definieren, der sich jeweils aus zwei isothermen und zwei
isentropen Zustandsanderungen zusammensetzt. Dieser idealisierte Kreisprozess wurde
erstmals von Nicolas Léonard Sadi Carnot im Jahre 1824 beschrieben und stellt eine
Wiérmekraftmaschine dar, die aus einem Temperaturgradienten zwischen einem warmen
und einem kalten Reservoir in der Lage ist, (mechanische) Arbeit zu leisten. In Abbildung
5.10 ist das zugehorige p-V-Diagramm des Kreisprozesses dargestellt.

Ein ideales Gas mit nmol Teilchen ist komprimiert bei hohem Druck p; und dem
Volumen V] in einem Kolben eingeschlossen. Durch isotherme Wérmezufuhr Q12 bei der
Temperatur Ty, dehnt sich das Gas von Zustand @ zu Zustand @ aus. Im Anschluss
wird das Gas isentrop, also ohne Warmezufuhr, ausgedehnt, sodass es sein maximales
Volumen V3 bei minimalem Druck ps erreicht. Das Gas wird nun bei der Temperatur
Tinin durch Entzug von Wéarmeenergie Q34 isotherm komprimiert und im letzten Schritt
isentrop komprimiert, um damit wieder den Ausgangszustand @ zu erreichen.

Im Folgenden wird der Frage nachgegangen, wie grof§ die zu leistende Arbeit und wie grof3
der thermische Wirkungsgrad n, des Carnot-Kreisprozesses sind. Hierzu werden nach
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4y
1 W <0 Wy =0
i |W111| > |W:11‘ |W:11| <|W::1|
V 14

rechtslaufiger Kreisprozess linkslaufiger Kreisprozess

Abbildung 5.9. Rechtsldufiger Kreisprozess (linkes Teilbild) und linkslédufiger Kreisprozess
(rechtes Teilbild) bei einem offenen System.

Gleichung (5.7) die auftretenden Wéarmemengen sowie die Volumenénderungsarbeitsterme
fiir die vier Zustandsédnderungen ermittelt. Der thermische Wirkungsgrad ergibt sich
schliefllich aus dem Verhéltnis des Nutzens der Maschine (die geleistete Arbeit W) in
Bezug auf die zugefiihrte Energie (in diesem Fall die Warmezufuhr Q1)

_ [Vl
Q2

Da die geleistete Arbeit Wi nach Definition negativ ist, muss fiir die Berechnung des
Wirkungsgrad der Betrag der Arbeit verwendet werden.

Tlth (5.13)

® — @ Isotherme Zustandsanderung

Bei der isothermen Expansion des idealen Gases ist die Temperatur 7" konstant und
damit bleibt nach dem ersten Hauptsatz die innere Energie U unveréndert.

Ty = T5 = Tyax = konst. (5.14)
S dU=6Q+5W =0 . (5.15)
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P ‘ isotherm

B

i TI = TE = Tmax
1sentrop
isentrop T,=T,=T,

)

1sotherm

-
v

Abbildung 5.10. (Rechtslaufiger) Carnot-Kreisprozess im p-V-Diagramm mit zwei isother-
men und zwei isentropen Zustandsénderungen. Die eingeschlossene Flache
entspricht der Arbeit Wk, die der Prozess leisten kann.

Fiir die zugefithrte Warme @, ergibt sich damit

Qzu = Q12 = —Wvy12 (5.16)

Vo Va Vo

R Tmax

:—/(—p) dvz/pdvzf%dv (5.17)

Vi 141 V1

Vo

=n-R Thpax - In — . 5.18
n ny- (5.18)
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@ — @ Isentrope Zustandsanderung

Die ausgetauschte Warmemenge (23 bei der isentropen Zustandsinderung ist Null. Aus
der Poisson-Gleichung (3.60) ergibt sich fiir den Zusammenhang zwischen der Tempera-
turreduktion und der Volumenexpansion mit dem Adiabatenexponenten

T -V* ! = konst. (5.19)

=T Vit =15 V5! (5.20)
Tmax ‘/3 -l

= (= . 21

- Tmin <V2> (5 )

Aus technischer Sicht wird das System, nachdem es zunéchst in Verbindung mit dem
warmen Reservoir bei Tinax war (isotherme Zustandsédnderung von @ nach ®) nun in
Kontakt mit dem kalten Reservoir gebracht. Der Vorgang der Temperaturdnderung erfolgt
sehr schnell, sodass es zu keinem Warmeiibertrag (o3 mit der Umgebung kommt und es
sich damit um eine isentropen Zustandsinderung handelt.

® — @ Isotherme Zustandsanderung

Das System wird nun isotherm bei der Temperatur 75 = Ty = T, vom Volumen V3
zum Volumen V; komprimiert. Analog zur isothermen Zustandsdnderung bei der hohen
Temperatur Tiay ist die Anderung der inneren Energie Usy Null, sodass fiir die abgefiihrte
Wiérmemenge Q34 an das kalte Reservoir folgt

Qab = Q34 = —Wyzy (5.22)
Va Vay Vi
. . Tmin
:—/(—p) dV:/pdV:/"Rvdv (5.23)
V3 V3 V3
=n- R Thn -hrlE . (5.24)
Vs
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@ — @ Isentrope Zustandsanderung

SchlieBlich wird der Carnot-Kreisprozess geschlossen, indem das System durch Kontakt
zum warmen Reservoir bei Ty, isentrop erwirmt wird. Dabei verringert sich das Volumen
von Vy zum Ausgangsvolumen V. Analog zur isentropen Zustandsdnderung @ nach @
folgt fiir den Zusammenhang zwischen den Temperaturen und den Volumina des Systems

T-V* ! = konst. (5.25)

=T, Vi t=1 vt (5.26)
Tmax V4 Rl

Tmin (Vl) ( )

Aus der Beziehung der Temperaturverhéaltnisse folgt

Tnax 1@)“—1 <V4>“—1
—_ (3 N 5.28
Tmin (‘/2 Vl ( )
Vi V3 w W
74 _ 9 I 5.29
RO R T TA (5.29)

und es zeigt sich, dass die Volumina des Systems in den vier Zustdnden nicht unabhéngig
voneinander sind, sondern es ein festes Verhiltnis zwischen den Volumina gibt.
Aus der Definition der Arbeit Wy, die der Kreisprozess leisten kann, ergibt sich

Wk = — ZQZ' = —(Qi2 + Qa3 + Q34 + Qu1) = — (Q12 + @34) (5.30)

Va

Ql? =n-R- Tmax “In — (531)

1
Q34:n-R~Tmin-ln¥§:—n-R-Tmin-lngi (5.32)
L Qi Qu | Qo Qu (5.33)

Tmax Tmin Tmax Tmin

Das Verhéltnis der zugefithrten Warme Q12 = @,y bezogen auf die vorherrschende Tempe-
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ratur Tyax ist identisch zu abgefiihrten Warme Q34 = Qa1 bezogen auf die vorherrschende
Temperatur Ti,;,. Hieraus lasst sich die allgemeine Beziehung

> % =0 (5.34)

ableiten; wenn die Summe aller zu- und abgefithrten Warmemengen @); bezogen auf die
jeweilige Temperaturen 7T; gleich Null ist, handelt es sich um einen reversiblen Kreisprozess.
Aus dieser Beziehung lésst sich bereits eine neue Zustandsgrofie, die Entropie S mit

_%Q

as T

(5.35)
definieren. Ist die Summe der Entropiednderungen bei einem Kreisprozess Null, so ist der
Kreisprozess reversibel.

Fir die Arbeit W, die der Carnot-Kreisprozess leisten kann, folgt damit

Wk =—|Qu—7—Qu =—<1— m“)-Q12 . (5.36)
Tmax Tmax
Q34

Die Fliche, die durch die Zustandsidnderungen des Kreisprozess eingeschlossen wird (siehe
Abb. 5.10), entspricht der Arbeit Wy, die der Prozess leisten kann.
Damit lautet der thermische Wirkungsgrad des Carnot-Kreisprozesses
_ ‘WK‘ -1 Tmin

Q 12 Tmax

Der Wirkungsgrad gibt den maximalen Anteil der Arbeit an, die aus der zugefithrten
Wiarme gewonnen werden kann. Eine Maximierung des Wirkungsgrads kann durch eine
Verkleinerung der Temperatur Ty, des kalten Reservoirs bzw. durch eine Vergréfierung

Tth (5.37)
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der Temperatur Ty,,x der warmen Reservoirs erreicht werden

Tmin — 0K

s OOK} = — 1 . (5.38)

Néhern sich die Temperaturen der beiden Reservoirs an, so geht der Wirkungsgrad .,
gegen Null

Tmin — Tmax = n — 0 . (539)

SchlieBlich zeigt sich an Gleichung (5.37), dass der Carnot-Kreisprozess nur dann Arbeit
leisten kann, wenn Tiax > Tin ist.

5.4.1 Linkslaufige Carnot-Kreisprozesse

Der oben dargestellte rechtslaufige Carnot-Kreisprozess leistet Arbeit, indem ein Tem-
peraturgradient zwischen einem warmen und einem kalten Reservoir fiir den Antrieb
der Maschine genutzt wird. Dieser Prozess ldsst sich umkehren, indem ein linkslaufiger
Carnot-Kreisprozess betrachtet wird, um durch das Leisten von Arbeit Wk einen be-
stehenden Temperaturgradienten zu vergroflern. Unterschieden werden im Folgenden
zwei Anwendungsfille, die zwischen dem Nutzen des Kreisprozesses differenzieren: dem
Erwérmen eines warmen Reservoirs (Warmepumpe) oder dem Abkiihlen eines kalten
Reservoirs (Kéltemaschine).

In Abbildung 5.11 ist der Carnot-Kreisprozess einer Warmepumpe im p-V-Diagramm
dargestellt. Analog zum rechtsldufigen Carnot-Kreisprozess setzt sich der linksldufige
Carnot-Kreisprozess aus vier Zustandsdnderungen zusammen — zwei isentropen und zwei
isothermen. Die eingeschlossene Fliche gibt die Arbeit Wk an, die von auflen dem System
zugefiihrt werden muss, damit der Kreisprozess angetrieben wird. Dem kalten Reservoir
wird isotherm von @ nach @ bei der Temperatur Ty, die Warmemenge Q23 entzogen
und dem System zugefiihrt. Dem warmen Reservoir wird isotherm von Zustand @ nach
Zustand @ bei hoher Temperatur Ty, die Warmemenge Q41 zugefithrt und damit dem
System entzogen.
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Abbildung 5.11. Linksldufiger Carnot-Kreisprozess als Warmepumpe. Die Nutzenergie ist die
Abgabe von Wiarme Q4. Die eingeschlossene Fliche entspricht der Arbeit

Wk, die von auen zugefiihrt werden muss.

Analog zur Betrachtung beim rechtslaufigen Carnot-Kreisprozess ldsst sich der Wirkungs-
grad der Warmepumpe definieren, wobei dieser als Leistungszahl ¢ bezeichnet wird. Die
Leistungszahl ist das Verhéltnis aus Nutzenergie und Aufwand. Bei der Warmepumpe ist
der Nutzen die abgefithrte Warme Q41 = Q4 an das warme Reservoir und der Aufwand

die zugefiithrte Arbeit Wk

Ewp = ’Qab| _ |Qab‘
Wk =22 Qi
Mit
QZS + Q41 — 0= Qzu + Qab
Tmin Tmax Tmin Tmax

(5.40)

(5.41)
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aus den vier Zustandsdnderungen folgt damit fiir die Leistungszahl der Warmepumpe
(unter Berticksichtigung, dass Q. negativ ist)

|Qab| _Qab 1 1
e —(Qzu+ Qan) (_ Tmin Qan + Qab) 1— Tmin - 1n (5.42)
Tmax Trnax
Tmax
cwp Tmax - Tmin ( )

Die Leistungszahl hiangt erneut lediglich von den Temperaturen der beiden Reservoirs
ab und ist der Kehrwert des thermischen Wirkungsgrads des rechtsldufigen Carnot-
Kreisprozesses. Da ¢ > 1 ist, kann eine Warmepumpe aus der geleisteten Arbeit eine um
den Faktor e groflere Warmemenge abfithren. Warmepumpen werden technisch genutzt,
um aus elektrischer Energie Raumwérme zu erzeugen. Typische Werte fiir Leistungszahlen
moderner Warmepumpen liegen zwischen 3 und 5. Haufig wird die Leistungszahl in der
Anwendung auch als ,,Coefficient of Performance®, abgekiirzt COP, bezeichnet.

Die Kéltemaschine funktioniert identisch zur Warmepumpe mit dem Unterschied, dass
der Nutzen nun der Entzug von Warme des kalten Reservoirs ist. Diese Warmeenergie
Q23 wird dem System zugefithrt. Von auflen muss erneut die Arbeit Wy zugefithrt werden,
um den Prozess anzutreiben. Fiir die Leistungszahl einer Kéltemaschine ey gilt folglich

’Qzu’ Qzu
EKM = = 5.44
WK _(Qab + Qzu) ( )
1
_ . Qn = (5.45)
_( _tmax max 1
< Tmin Qzu * QZU) Tmin
Tmin
KM Tmax - Tmin ( )

Wie bereits bei der Warmepumpe héngt die Leistungszahl ek der Kéltemaschine lediglich
von den Temperaturen der beiden Reservoirs ab. Zwischen den Leistungszahlen eywp und
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exm besteht folgender Zusammenhang

EKM = ewp — 1 = mlh -1 . (5.47)
£ | Kaltemaschine Wiarmepumpe Wiarmekraftmaschine
T TTEEEE T B
Q.
Nuzen: . Nuzen: Yu Nuzen: W«
Aufwand: W, Aufwand: W, Aufwand: 0.

Abbildung 5.12. Vergleich von Kéltemaschine, Warmepumpe und Warmekraftmaschine als
Anwendungsfille des Carnot-Kreisprozesses.

Abbildung 5.12 stellt noch einmal die drei Anwendungsfiille des Carnot-Kreisprozesses
gegeniiber. Die drei Prozesse unterscheiden sich in der Drehrichtung (rechtsliufig zum
Leisten von Arbeit, linksldufig zur Warmeaufnahme/-abgabe), der Art der Nutzenergie
und der Art der zugefiihrten Energie. In der Anwendung wird bei der Kéaltemaschine und
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der Warmepumpe noch differenziert, dass bei der Kéltemaschine ein kaltes Reservoir
durch Wérmeentzug weiter gekiihlt werden soll (Kiihlschrank) und bei der Warmepumpe
einem Reservoir mit hoherer Temperatur kontinuierlich Warme zugefithrt werden soll
(Heizung). Die Referenztemperatur ist jeweils die Umgebungstemperatur Ty;.

5.5 Arbeitsverhaltnis

Iy

i

S

Abbildung 5.13. Darstellung der Arbeit Wk, die ein Kreisprozess leisten kann, und die
zugehorigen Warmemengen, die zugefithrt bzw. abgefithrt werden, im 7T-5-
Diagramm.

Der thermische Wirkungsgrad eines Kreisprozesses ist als Verhéltnis aus der Nutzarbeit
zur zugefithrten Wéarme definiert
Nth = W
ih =
QZU

(5.48)
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Die Arbeit Wi, die ein beliebiger Kreisprozess leisten kann, ergibt sich aus der negativen
Summe der zugefithrten Warmemengen @),, und abgefiithrten Warmemengen Q,}. Die
Wiérmemengen lassen sich im T-S-Diagramm als Flachen unter den Kurven darstellen
(siche Abb. 5.13).

Der Carnot-Kreisprozess ist der thermodynamische Kreisprozess mit dem gréfiten ther-
mischen Wirkungsgrad ny,. Um den Prozess bestmoglich zu nutzen, gilt es, die hierbei
abgegebene technische Arbeit zu maximieren. Hierzu wird die vom Gas an den Kolben ab-
gegebene technische Arbeit Wt(_) < 0 mit der vom Gas durch den Kolben aufgenommenen
technischen Arbeit Wt(+) > 0 ins Verhaltnis gesetzt

Druckminderung: W) = Wito + Wiog (5.49)
Kompression: Wt(+) = Wiza + Wia1 . (5.50)

Die zugehérigen Fliachen bei einem rechtsldufigen Kreisprozess sind in Abbildung 5.14
dargestellt.
Das Arbeitsverhéltnis rw ist definiert als das Verhéltnis der Arbeit Wy, die der Kreispro-

zess leisten kann, im Verhéltnis zur abgefithrten technischen Arbeit W), Dies lisst sich
umformen zur Verhéltnis aus der abgegeben und der zugefithrten technischen Arbeit.

we _wiew L w
W) W) WO

W = (5.51)

Ziel ist es das Erreichen eines grofien Arbeitsverhéltnisses ryw, um moglichst viel Arbeit
technisch nutzen zu kénnen. Eine effiziente Maschine benotigt demnach

— einen grofien thermischen Wirkungsgrad 7y, und

— ein grofles Arbeitsverhaltnis ryy.

Beim Carnot-Kreisprozess ist zwar der thermische Wirkungsgrad grof3, jedoch ist das
Arbeitsverhéltnis sehr klein, woraus folgt, dass sich dieser Prozess in einer Maschine
technisch nicht umsetzen lésst.
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W ,_\
W4 ,_\

Wi

Abbildung 5.14. Darstellung des Arbeitsverhéltnisses rw bei einem Kreisprozess durch Er-
mittlung der technischen Arbeit Wi, die vom bzw. am System geleistet wird.

5.6 Entropie

Beim reversiblen Carnot-Kreisprozess wurde nach Gleichung (5.35) die Entropie S als
neue Zustandsgréfle eingefithrt

_ @

as T

(5.52)

Diese Definition ergab sich aus Erkenntnis, dass die in einem reversiblen Kreisprozess
mit N Schritten Summe der Warmemengen @Q);, die zu- oder abgefiihrt werden, bezogen
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auf die jeweilige Temperatur T; Null ist

N
Qi
Xl _0 . (5.53)

Wird der Ubergang von diskreten hin zu kontinuierlichen, infinitisimalen Zustandséinde-
rungen vollzogen, ergibt sich das Kreisintegral

% =0 . (5.54)

Das Kreisintegral ¢ deutet an, dass es sich um einen Kreisprozess handelt, d. h.in einer
Abfolge von Warmespeichern steht der letzte Warmespeicher wieder im Austausch mit
dem ersten Warmespeicher. Bei einem beliebigen, reversiblen Kreisprozess gilt daher

W -0 . (5.55)

In Abbildung 5.15 ist ein beliebiger, kontinuierlicher Kreisprozess mit zwei Zustdnden A
und B dargestellt. Durch Aufspalten des Integrals in die Integrale A — B entlang des
oberen Pfads und B — A entlang des unteren Pfads folgt

B B oben) A (unten)
0Qrev [ OQN sQlumten)
]f 2 _/7T +/iT ~0 (5.56)
A A B
B oben A unten B unten
. /6@&3 b /6@£th " /5@5th ) (557
T T T '
A B A

Daraus folgt, dass es keine Rolle spielt, welcher Weg fiir die Integration von A nach B
gewahlt wird. Bei der durch das Integral ausgedriickten Grofle, der Entropie S, handelt
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Abbildung 5.15. Beliebiger reversibler Kreisprozess im p-V-Diagramm mit zwei ausgewéhlten
Punkten A und B.

es sich somit um eine Zustandsgrofe.
5Qrev
S = . 5.58
/ T (5.58)

Bei vollstindig reversiblen Prozessen gilt fiir die Anderung der Entropie

S =0 . (5.59)

Reale Kreisprozesse sind jedoch nie vollstdndig reversibel, sondern immer irreversibel.
Angenommen wird daher nun

A — B entlang des oberen Pfads sei irreversibel mit 6Qiy = 0@ und

A — B entlang des unteren Pfads sei irreversibel mit 6Qrev = 0QA + 0Qdiss-
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Dann gilt allgemein

[ 6Ques _ [ 0Q
rev irr
/ = >/ = (5.60)
B B
B ben) (unten) (oben (unten)
 [0Qres [ OQWN Qe Qb
;»0_7{ - _/ o +/ o >/ +/ (5.61)
A B
A
6C2Szben) 5(2£33ten) B 5(Qirr
Lo [0 fa g0 )
A B

Beim irreversible Kreisprozess gilt damit §Q) < 0, da bei irreversiblen Prozessen iiber
dissipative Verluste (z. B. Reibung) die Warmemenge 6@ < 0 an die Umgebung abgegeben
wird.

oben
Mit S4 — Sg = j‘M als Entropiedifferenz zwischen A und B ergibt sich
B

B
> (84— Sp) +/5%’“ (5.63)

A

B

s Sp—Si=AS> / 5@121 (5.64)

A

In einem abgeschlossenen, thermisch isolierten System gilt aulerdem, dass §Q;» = 0, da
dem System die Wéarme, die ihm an einer Stelle zugefithrt wird, an anderer Stelle wieder
entzogen werden muss.
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B
/5% =0 = AS>0 . (5.65)
A

Zusammenfassend kann fiir die Entropieinderung AS' festgehalten werden:
irreversibler Prozess: AS > 0,
reversibler Prozess: AS = 0,
unmoglicher Prozess: AS < 0.

Daraus lasst sich eine weitere Formulierung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
ableiten

Bei allen von selbst ablaufenden (irreversiblen) Prozessen kann die Entropie
stets nur zunehmen.

Somit lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen: Samtliche Prozesse in der Natur
laufen unter Entropiezunahme ab und die Entropie des Universums strebt einem Maximum
entgegen.

Jeder warme Korper (T > 0K) enthélt Entropie. Des Weiteren ist die Entropie eine
mengenartige Grofle; der kleinste Wert betrdgt im absoluten Nullpunkt der Temperatur
S = 0JK~!. Diese Aussage, dass die Entropie im absoluten Nullpunkt verschwindet,
wird als Dritter Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet. Je grofler die Masse m
oder die Temperatur T" eines Korpers ist, desto groffer ist die darin enthaltene Entropie S.
Die Entropie stréomt immer von Bereichen hoherer Temperatur zu Bereichen niedrigerer
Temperatur, d. h. eine Temperaturdifferenz ist, wie auch ein Konzentrationsunterschied
oder eine chemische Reaktion, der Antrieb fiir die Entropieinderung. Entsprechend der
Definition des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik kann Entropie nur gréfier werden.
Eine Abnahme von Entropie in einem abgeschlossenen System kann durch Energiezufuhr
erreicht werden. Damit konnen Prozesse, bei denen sich Entropie vergroéfiert, nicht von
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selbst rickwarts ablaufen. Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass die Entropie ein
Energietrager ist und Entropiestrome sind immer mit einem Energiestrom verbunden.
Die fiinf Zustandsénderungen, die in 3.2 eingefiihrt wurden, lassen sich auf die Entropie
S {ibertragen, indem die Anderungen der Temperatur 7' und der Entropie S betrachtet
werden. Das T-S-Diagramm visualisiert, analog zum p-V-Diagramm, den Zusammenhang
zwischen Temperatur und Entropie. In Abbildung 5.16 ist eine Zustandsédnderung im
T-S-Diagramm dargestellt. Ausgehend von Zustand @ wird einem geschlossenen System
Wiérme 0@Q) zugefiithrt. Zusétzlich tritt bei der Entropieinderung noch die im System
dissipiierte Arbeit 6Wyies als weiterer Term auf

1) Wi
i = 0@ 0Waiss (5.66)
T
2
= /TdS = Q12 + VVdjSS7 12 . (567)
1
¥ 3
@ i Q12 +Wdissl2
5
ds i
Abbildung 5.16. Zustandsénderung im 7-S-Diagramm durch Wéarmezufuhr Q.
Mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik dU = §Q + dW lésst sich aus
0Q =n-Cypyvdl+pdV (5.68)
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ableiten, dass mit Q) = T'd.S folgt

_ dl’” p

Die ideale Gasgleichung p-V =n- R - T liefert

T av
dS=n-Cuy- 7 +n-R- 7 . (5.70)

Integration dieser Gleichung fithrt auf

Va

= (5.71)

T
Sg—Sl:AS(T,V):n~C’m,V~1n?2+n-R-ln
1

Die Entropie S lasst sich damit als Funktion von der Temperatur 7" und des Volumens V'
darstellen. Fiir das totale Differential der Entropie ergibt sich

S =S(T,V) (5.72)
S S
> dS=gn| AT+ 5| v (5.73)

Der Koeffizientenvergleich liefert

oS 1
Z =n-Chpv-= .74
oT . n-C vV T (5 7 )
oS 1
Aus
p-Vi T
= — und 5.76
p2-Vo Tp (5.76)
R=Chp—Cnyv (5.77)
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lasst sich die Entropieanderung AS in Abhéngigkeit vom Druck p und vom Volumen V/
schreiben als

p2 - Vo Vs
AS=n-Cpv-1 (Cpo — Cryv) - 1In == 5.78
n 7V n pl . ‘/1 + n ( P ,V) n Vl ( )
V
:>AS(10,V):n-Cmy-11[1]2—Hz-Cmp'ln—2 . (5.79)
D1 \%1

Und schliefllich folgt analog fiir die Entropieinderung AS in Abhéngigkeit von Temperatur
T und Druck p
_ Ty P2
AS(T,p)=n-Cpp-In—=—n-R-In— . (5.80)
T P1
Die drei Gleichungen (5.71), (5.79) und (5.80) geben jeweils an, wie sich die Entropie
bei einer Zustandsdnderung in Abhéngigkeit der drei Gréflen Druck, Volumen und
Temperatur dndert. Dies lasst sich auf die fiinf unterschiedlichen Zustandsdnderungen
anwenden, um jeweils die Entropiednderung zu bestimmen.

Isochore Zustandsanderung

Bei einer isochoren Zustandsanderung mit konstantem Volumen V ergibt sich fiir n Mol
eines idealen Gases aus (5.71) und (5.79) fiir die Entropieinderung AS

AS(p) =n-Cpuy-In ? : (5.81)
1
T
1

Die beiden Gleichungen lassen sich iiber die ideale Gasgleichung &dquivalent ineinander
iiberfithren. In Abbildung 5.17 ist der Verlauf einer isochoren Zustandsinderung im p-V
und im 7T-S-Diagramm gegeniibergestellt.

Die zu- oder abgefiihrte Warmemenge erscheint im 7-S-Diagramm als Fléche unter der
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Abbildung 5.17. Isochore Zustandsédnderung im p-V- und T-S-Diagramm. Der Druck wird
bei konstantem Volumen V' von p; nach py vergroflert. Dadurch kommt es
zu einer Temperatur- und Entropiezunahme.

Isochoren
Q=n-Cnv-(Tr-T1) . (5.83)

Isobare Zustandsanderung

Ist der Druck p konstant, so folgt fiir die Entropieinderung AS aus den Gleichungen
(5.79) und (5.80)

AS(V)=n-Cpp-In—= | (5.84)
Vi
T

AS(T):n.cm,p.m?2 . (5.85)
1

Da die molare, isobare Warmekapazitat C, , grofier als die molare, isochore Wérmeka-

pazitat Cp, v ist, verlauft die Isobare im T-S-Diagramm flacher als die Isochore (siehe
Abb. 5.18).
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Abbildung 5.18. Isobare Zustandsdnderung im p-V- und 7-S-Diagramm. Das Volumen des
Systems wird bei konstantem Druck p von Vi nach V5 vergrofiert, sodass
sich sowohl Temperatur T" als auch Entropie S des Systems vergréfiert. Die
Isobare verlduft allerdings flacher als die Isochore, da die molare, isobare
Warmekapazitét C, , groler als die molare, isochore Warmekapazitat Cy, v
ist.

Die zu- oder abgefithrte Warmemenge () erscheint im 7T-S-Diagramm erneut als Flédche
unter der Isobaren:

Q=mn- C(m,p : (TQ - Tl) . (5.86)

Isotherme Zustandsanderung

SchlieBlich ergibt sich fiir die Anderung der Entropie AS bei konstanter Temperatur T
aus den Gleichungen (5.71) und (5.80)

4]

AS(V)=n-R-In (5.87)
Vi
AS(p):fn-R-lnzg:n-R~ln]2 . (5.88)
p D2
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Im T-S-Diagramm stellt sich eine isotherme Zustandsdnderung, die im p-V-Diagramm
eine Hyperbel ist, als horizontale Linie parallel zur Abszisse dar (siche Abb. 5.19).

P i

@
@ Q
B a

il S

Abbildung 5.19. Isotherme Zustandsdnderung im p-V- und T-S-Diagramm. Das ideale Gas
wird von Zustand @ nach Zustand @ isotherm expandiert. Damit nimmt
die Entropie S bei konstanter Temperatur T zu.

Die zu- oder abgefithrte Warmemenge erscheint im T-S-Diagramm als Fléche unter der
Isothermen:

Q=T (S2—-51) . (5.89)

Isentrope Zustandsanderung

Aus der Poisson-Gleichung

p- V" = konst. (5.90)
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mit den Adiabatenexponenten x = Cip/Ch,y folgt

D2 V1)“
— == 5.91
D1 (V2 (5.91)
D2 Vi
=h—~=k-In— 5.92
D1 Vo (5.92)
D2 Vi
=C -In=—==C cIn — 5.93
ay - = Carp - lng (5.93)
Vi
=0=Cuyy 22— Cyp Int (5.94)
’ P1 ’ Vo
Vs
:>O:n-CMV-ln22+n-CMp-ln—2 (5.95)
’ D1 ’ Wi
=AS nach Gleichung (5.79)
= 0=AS . (5.96)
p /i

(2
O,

14 S

Abbildung 5.20. Gegentiberstellung einer isentropen Zustandsédnderung im p-V- und 7-S-
Diagramm. Das ideale Gas wird isentrop von Zustand @ zu Zustand @
expandiert. Damit verkleinert sich die Temperatur 7" bei konstanter Entropie

S.
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Die Entropie S ist damit bei einer isentropen Zustandsdnderung konstant. In Abbildung
5.20 ist der zugehorige Pfad im p-V- und im T-S-Diagramm dargestellt. Da es zu keinem
Wiérmeaustausch mit der Umgebung kommt, ist die Flache unter der Kurve Null.

Polytrope Zustandsanderung

Bei der polytropen Zustandsénderung gilt fiir den Zusammenhang zwischen Druck p und
Volumen V' die Poisson-Gleichung mit dem Polytropenexponenten n

p- V™ = konst. (5.97)

In Gleichung (3.79) wurde die Warme @ hergeleitet, die bei einer polytropen Zustands-
dnderung zwischen System und Umgebung ausgetauscht wird. Fiir die Anderung §Q gilt
demnach mit der Molzahl 71

5Q = Cary - n_/;-dT . (5.98)
Damit gilt fiir die Entropieinderung AS
n—r dT
A — :
S = /n (G VATE 1T (5.99)
T
n—=K T
AS =n- : ‘In=—= . 1
= AS=n-Cuy — nT1 (5.100)

Der Verlauf der Polytrope ist in Abbildung 5.21 dargestellt. Die Flache unter der Kurve
gibt die ausgetauschte Wéarmemenge @) an.

Henrik te Heesen 20. Oktober 2025 Skript zur Thermodynamik



5.6 Entropie 106

P T
'\ |

®

vV S

Abbildung 5.21. Polytrope Zustandsdnderung im p-V- und im 7T-S-Diagramm. Fiir den
Polytropenexponenten gilt im Diagramm n > x (oder n < 1), sodass die
Polytrope exponentiell abfillt. Ware 1 < n < &, so wiirde die Polytrope im
T-S-Diagramm exponentiell ansteigen (sieche Abb. 5.22).

Gegeniiberstellung der Zustandsanderungen im p-V- und T-S-Diagramm

Abbildung 5.22 stellt die fiinf Zustandsidnderungen (isochor, isobar, isotherm, isentrop
und polytrop) im p-V-Diagramm und im 7-S-Diagramm gegeniiber. Bei der Polytrope
gilt fiir den Polytropenexponenten 1 < n < k. Die Fldche unter den Kurven im p-V-
Diagramm gibt die Volumenédnderungsarbeit Wy an, die Flache unter den Kurven im
T-S-Diagramm entspricht der zu- bzw. abgefiihrten Warmemenge Q).
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——  isobar isochor isentrop isotherm
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Abbildung 5.22. Gegeniiberstellung der Zustandsénderungen im p-V- und T-S-Diagramm.
Bei der dargestellten Polytrope ist der Polytropenexponent 1 < n < k. Wére
n > k oder n < 1, so wiirde die polytrope exponentiell ansteigen (siehe
Abb. 5.21).
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6 Stromungsmechanik

Die Stromungsmechanik beschreibt das Verhalten von Flissigkeiten und Gasen, den
Fluiden, mithilfe physikalischer Gesetze. Der Schwerpunkt wird in diesem Skript auf die
Fluidstatik, also die Lehre von ruhenden Fluiden, und den Grundlagen der Hydrodynamik,
d. h. der Lehre von strémenden Fliissigkeiten gelegt. In beiden Féllen wird von homogenen
Fluiden ausgegangen.

6.1 Fluidstatik

Die Fluidstatik als Teilgebiet der Stromungsmechanik beschéftigt sich mit dem Verhalten
von ruhenden Fluiden (Flissigkeiten und Gasen). Ruhend bedeutet, dass sich das Fluid
innerhalb eines Volumens nicht bewegt und es zu keiner Stromung des Fluids kommt.
Unterscheiden lasst sich in der Fluidstatik die Hydrostatik als Beschreibung von inkom-
pressiblen Fluiden (in der Regel Fliissigkeiten) und der Aerostatik als Beschreibung von
kompressiblen Fluiden (Gasen).

Aus dem ersten Newtonschen Axiom

Ein Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder gleichférmigen Translation
(Bewegung), sofern er nicht durch einwirkende Krifte zur Anderung seines
Zustandes gezwungen wird.

folgt, dass die Summe aller Kréfte, die auf einen Koérper im Gleichgewicht wirken, Null
ist

> F =Fres=0 . (6.1)
i

Wird dieses Axiom auf Korper in einem ruhenden oder stromenden Medium (Fluid)
angewandt, so wird ein Volumenelement mit infinitisimalen Abmessungen betrachtet. Die
am betrachteten Element angreifenden Kréfte sind

1. Gewichtskraft: Kraft, die aus der Masse des Korpers und der Erdanziehung resultiert,
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2. Oberflachenkraft: Kraft, die das (stromende) Fluid auf den Korper ausiibt:
(a) Fliissigkeitsdruck: radial/senkrecht zur Oberfliche wirkende Kréfte.
(b) Schubspannung 7: tangential zur Oberfliche wirkende Kréfte.

In der Fluidstatik werden nur Félle betrachtet, bei denen sich das Fluid im Zustand
der Ruhe befindet. Der hydrostatische Druck ist eine skalare Gréle ohne Richtung und
wird auch als Schweredruck oder Gravitationsdruck bezeichnet. In Abbildung 6.1 ist der
hydrostatische Druck auf eine gekriimmte Oberfliche dargestellt. Die Kraft, die durch
den hydrostatischen Druck ausgeiibt wird, steht immer senkrecht auf der Oberfliche
A. Gébe es eine Kraftkomponente tangential zur Oberfliche, so wiirde diese Kraft zu
einer Bewegung der Fluidteilchen entlang der Oberfliche fithren, bis die tangentiale
Kraftkomponente verschwindet.

dF =1 - pdA

Abbildung 6.1. Die Richtung der wirkenden Kraft dF' steht senkrecht auf der Oberfliche A
mit dem Normalenvektor n.

6.2 Barometrische Hohenformel

Mithilfe der hydrostatischen Grundgleichung soll die barometrische Héhenformel abgeleitet
werden. Hierzu wird ein infinitesimales Zylinderelement der Masse dm und des Volumens
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dV in einem Fluid mit der Grundfliche A in der z-y-Ebene und der Hohe dz betrachtet
(siehe Abb. 6.2) betrachtet. Die Erdbeschleunigung g wirke in negative z-Richtung. In
dem Zylinderelement ist ein Fluid der Dichte ¢ eingeschlossen.

(p+dp)-A
8 l T

‘--I--.I...
r

yx oA

Abbildung 6.2. Zylinderelement zur Bestimmung der hydrostatischen Grundgleichung. Der
Zylinder habe eine Oberfliche A und die Hohe dz. In negative z-Richtung
wirke die Erdbeschleunigung g.

Von unten wirkt bei z = 0 auf den Zylinder der Druck p in positive z-Richtung, der durch
das umgebende Fluid ausgeiibt wird. Von oben bei z = dz wirkt auf die obere Flidche der
Druck p + dp, der sich um dp vom Druck auf der Unterseite des Zylinders unterscheidet.
Dariiber hinaus wirkt auf die untere Fliache des Zylinders noch die Gewichtskraft G mit

G=dm-g=(0-dV)-g=p-(A-dz)-g . (6.2)
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Damit das Zylinderelement in Ruhe ist, miissen sich alle Kréfte, die auf den Zylinder
wirken, aufheben

> F,=0 (6.3)
=0=p-A—0-A-g-dz—(p+dp)-A 6.4
=>dp=—p-g-dz . (6.5)

Der Druck p dndert sich damit in Richtung der Erdbeschleunigung

dp
e —0-9 . (6‘6)

Fiir ein inkompressibles Fluid (o = konst.), wie zum Beispiel eine Fliissigkeit, folgt durch
Integration (wobei die Integrationsgrenzen zu beachten sind, da der Druck mit wachsender
Tiefe bis zur Tiefe —h bei einer inkompressiblen Fliissigkeit zunimmt)

/dp:—/ohg-gdz (6.7)

=p=0-9-h+po (6.8)

mit der Randbedingung, dass bei h = 0 (also an der Oberfliche der Fliissigkeit) der
Druck p = pg ist. Damit ergibt sich die hydrostatische Grundgleichung (HGG)

p(h)=po+o-g-h (6.9)

Der Druck p dndert sich linear mit der Héhe h. Zudem wirkt der statische Druck pg auf
die Fluidséule.
In der Atmosphére ergibt sich unter der Annahme, dass sich die Luft wie ein ideales,

m
kompressibles Gas mit p = p- Ry, - T und ¢ = v mit der spezifischen Gaskonstante Ry,
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fir Luft verhalt

@:_Q.g:_ p .
dz RLT

g (6.10)

Wird vereinfachend angenommen, dass die Atmosphére isotherm ist (7" = T = konst.),
folgt die barometrische Hohenformel

dp g

ap _ - 6.11
P Ry, - Ty (6.11)

dp g /
— = N 6.12
P Ry, - Ty (6.12)
=Inp=— I .+ kmit der Integrationskonstanten k (6.13)

Ry, - To

g
= - . k 14
=p = exp { RL - To Z+ } (6.14)

Um die Integrationskonstante zu bestimmen, wird die Randbedingung ausgenutzt, dass
am FKrdboden bei z = 0 der Druck p = pg sei

=p(z=0) :pozexp{— 'z|zzo}-exp{k}:exp{k¢} (6.15)

Ry, - Ty
=1
= po = exp{k} . (6.16)

Damit ergibt sich die Druckabhéngigkeit p von der Hohe z. Der Druck nimmt bei einer
isothermen Atmosphére exponentiell mit der Héhe ab.

g
D= po exp{ R T z} (6.17)
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6.3 Richtungskomponenten des Drucks

In obiger Herleitung wurden Druckterme, die senkrecht auf die Zylinderoberfliche wirken,
nicht betrachtet, da diese sich gegenseitig aufheben. Dies soll im Folgenden anhand der
auftretenden Driicke auf ein Prisma untersucht werden (siche Abb. 6.3).

a
|p1-a-d

Abbildung 6.3. Darstellung der auftretenden Druckterme, die auf ein prismatisches Element
in einem Fluid wirken.

Auf das prismatische Element in einem Fluid wirken drei Krafte

von unten Fy =p; - (a-d) (6.18)
von links Fo =pa-(b-d) , (6.19)
von schrig oben F3 = p; - (¢ - d) (6.20)

mit den drei Driicken py, po und ps. Die beiden Kréfte auf die Dreiecke von vorne und von
hinten heben sich durch die Fliachengleichheit gegenseitig auf. Die Erdbeschleunigung g
wirkt senkrecht nach unten in negative z-Richtung. Das Element soll sich im Gleichgewicht
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befinden, d. h. simtliche Krafte auf das Element mussen verschwinden. Komponentenweise
in z- und in z-Richtung bedeutet dies

ZFX:O:>0:p2-b-d—pg-c-d-cosa , (6.21)

1
ZFZ:O:>0:p1-a-dfp3-c-docosﬁfi-a-b-d-g-g . (6.22)

Gewichtskraft m - g

mit den jeweiligen Komponenten von F3 in z- und z-Richtung.

Mit cos v = b und cos = a folgt fiir Gleichung (6.22):
c c

1
Ozpl-c-d-cosﬁ—pg-c-d-cosﬁ—5-62-d-cosa-cosﬁ~g-g . (6.23)

Wird das prismatische Element nun infinitisimal klein, also geht ¢ — 0, dann bleiben
cos a und cos 3 erhalten. Zunichst geht ¢ — 0, sodass folgen muss, damit die Gleichung
Null werden kann

PL=p3 - (6.24)

Damit sind die Druckkomponenten p; und ps betragsméflig gleich grof3 und heben sich
gegenseitig auf. Das bedeutet, dass die Orientierung der Oberfliche keine Rolle spielt.

6.4 Hydrostatischer Auftrieb

Ein Korper, der in Fluid getaucht wird, erfadhrt einen scheinbaren Gewichtsverlust oder
Auftrieb, der dem Gewicht der von ihm verdringten Fliissigkeit entspricht. Der Grund
hierfiir ist ein geringerer Druck auf die Oberseite Korpers gegeniiber dem Druck auf die
Unterseite.

In Abbildung 6.4 befindet sich ein Wiirfel mit der Kantenldnge a in einen grofien Behélter
der Hohe h, der mit einem Fluid gefiillt ist. Der Abstand der Unterseite des Wiirfels zum
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X

Abbildung 6.4. Ein Wiirfel der Kantenldnge a ist in ein Behélter mit Fliissigkeit getaucht.
Der Wiirfel erfahrt eine Auftriebskraft, die ihn nach oben driickt.

Boden des Behélters sei 21, die Abstand der Oberseite zum Boden sei zo = 21 + a. Der
Atmosphérendruck p, wirkt von oben auf die Fliissigkeit im Behélter. Auf den Wiirfel
wirken folgende Kréfte

Fi=p -a* | (6.25)
Fy=—py-a® | (6.26)
= Auftriebskraft: Fx = F} + Fy = p1 - a’ — Do - a® . (6.27)

Um die beiden Driicke p; und p2 zu bestimmen, wird die hydrostatische Grundgleichung
(6.9) verwendet

p(h)=pa+to-g-h . (6.28)
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Damit folgt fiir p; und po

PL=pato-g-h—o-g-z1 , (6.29)
p2=pato-g-h—0-g-2z . (6.30)

Daraus resultiert fiir die Auftriebskraft F'a

Fyn=pato-g-h—0-g-2)a*=(patog-h—o-g 2) d (6.31)
:(Q-g-ZQ—Q-g-zl)-a2 (6.32)
:g-g'a2‘(22—zl) (6.33)

Mit der Flissigkeitsdichte in dem Behélter p = gp und z3 — 21 = a folgt schlieSlich fiir
die Auftriebskraft

Fy=or-g-a’=or-g-7 (6.34)
7: das vom Korper verdrangte Volumen. (6.35)

Die Auftriebskraft Fa ist unabhéngig vom Material des Korpers, dessen Eintauchtiefe
und von der Form des Korpers. Ist die Gewichtskraft G = m - g des untergetauchten
Korpers gleich der Auftriebskraft Fia, dann schwebt der Kérper. Fiir den schwimmenden
bzw. schwebenden Korper gilt, dass das von ihm verdringte Fluid genauso schwer ist wie
er selbst. Die Auftriebskraft wirkt in Fliissigkeiten wie in Gasen, wobei der Auftrieb in
Gasen im ein Vielfaches kleiner als in Fliissigkeiten ist, da die Dichte ¢ von Gasen rund
drei GroBenordnungen kleiner als die Dichte von Fliissigkeiten ist.

6.5 Kraft auf ebene Flache

Ein weiteres Anwendungsbeispiel fiir die hydrostatische Grundgleichung ist der Druck-
verlauf an einer ebenen Wand. Angenommen wird ein Behélter mit der Hohe h. Die
Seitenwand habe die Breite b. Auf die Fliissigkeit in dem Behélter wirkt von oben
der Atmosphérendruck p, (siehe Abb. 6.5). Durch den in einer ruhenden Fliissigkeit
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herrschenden Druck wird auf die begrenzenden Seitenwénde eine Kraft dF' ausgeibt.

dz

Abbildung 6.5. Berechnung der wirkenden Kraft auf eine Seitenwand eines mit Fliissigkeit
befiillten Behélters. Die Wand habe die Hohe h und die Breite b.

Aus der hydrostatischen Grundgleichung (6.9) folgt fiir den Druck p in Abhéngigkeit der
Hohe 2

p(z)=pato-g-(h—2) . (6.36)

Der Druck p setzt sich aus dem statischen Druckterm p, (Atmosphérendruck auf die
Oberflache des Fliissigkeit) und dem Druckterm durch die Fliissigkeitstiefe z zusammen.
Die Kraft dF' auf ein infinitisimales Fldchenelement dA betragt

dF = (Pinnen — Pa) - dA (6.37)
=Pato-g-(h—2)—pa)- dA (6.38)
=0-g-(h—2)-dA . (6.39)

Da von auflen auf die Seitenwand ebenfalls der Atmosphérendruck p, wirkt, fallt dieser
Term weg. Um die Gesamtkraft F' zu bestimmen, muss tiber sémtliche Kréafte dF entlang
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der Flache dA integriert werden. Fiir die Flache gilt dA =b - dz

dF = [ o-g-(h—2)-dA (6.40)
Jor=]
h
é/dF—O/,Q g-(h—=2)-bdz (6.41)
h
=F=b-0-g- | (h—2)dz (6.42)
/
=b-p g'{h-z|g—;'22m (6.43)
~begeg (12 502) (6.44)
:b.g.g.h; (6.45)

Die Kraft F, die auf die Seitenwand wirkt, ist das Produkt aus der Dichte p, der
Erdbeschleunigung g, der Breite b der Wand sowie dem halben Quadrat der Hohe h.
Schliefllich gilt es noch, den Angriffspunkt der soeben bestimmten Kraft zu bestimmen.
Hierzu muss das Integral tiber die Hohe z und die Kraft F' gleich dem Hebelarm zg
multipliziert mit der Schwerpunktskraft Fyg sein (sieche Abb. 6.6).

h
Fg-29 = /zdF (6.46)
0
h
= Fy-2q9 = / & Pres” bdz (6.47)

0 Hebelarm Kraft
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Abbildung 6.6. Berechnung des Angriffspunkts der Schwerpunktskraft auf die Seitenwand.
Der Druck p wachst linear mit der Tiefe z und weist einen zusétzlichen
konstanten Term p, auf.

Der resultierende Druck pes ergibt sich aus der hydrostatischen Grundgleichung (6.9)

h
Fs-zs:/z~g-g-(h—z)-bdz (6.48)

0

h
:/b-g-g'(h~z—z2)dz . (6.49)

0
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Die Schwerpunktkraft Fg wurde in Gleichung (6.45) bestimmt. Damit folgt fiir den
Angriffspunkt zg der Schwerpunktskraft Fg

h
fbo-g-(h-z—2%) dz
0

2g = - (6.50)
b-0-0q- —
095
h
J(h-2—2?%) dz
=2 h2 (6.51)
2
K3 3 3
5 "3 § 1
:zs:%:%:glt . (6.52)
2 2

Die resultierende Schwerpunktskraft Fg greift bei an der Seitenwand bei einem Drit-
tel der Hohe, gemessen von der Unterseite des Behilters an. Aus dieser Herleitung
lassen sich die Kréfte und damit die Dicke einer Staumauer bestimmen, die fiir ein
Pumpspeicherkraftwerk notwendig wére.

6.6 Fluiddynamik

Die Bewegung fliissiger oder gasformiger Stoffe (Fluide) wird als Stromungsvorgang
bezeichnet. Im Rahmen der Mechanik beziehen sich die dort existierenden Gesetze auf
feste Korper bzw. Massenpunkte, die einzeln betrachtet werden. Im Gegensatz dazu wird
bei einem Strémungsvorgang die Bewegung eines Kontinuums beschrieben, wobei die
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen beriicksichtigt werden muss.

Die Bewegung von Teilchen in einem Fluid l&sst sich mithilfe der Newtonschen Bewe-
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gungsgleichungen abbilden
F=m-a . (6.53)

Dabei beschreibt eine Bahnlinie den zeitlichen Verlauf eines Teilchens, den es beim Fluss
in dem Fluid zuriicklegt. Um diese Bahn zu beschreiben, miissen fiir jedes Teilchen der
Ortsvektor r» und die Geschwindigkeit v bekannt sein

v =v(ro,t) (6.54)
mit 7o =79 (t=0) . (6.55)

Fiir allgemeine Fragestellungen in der Stréomungsmechanik ist diese Darstellung, die
sogenannte Lagrange-Darstellung, nicht sinnvoll, da die Weg-Zeit-Beschreibung einzelner
Fluidteilchen sehr aufwindig ist. Zudem sind fiir die Beschreibung eines Fluids die
makroskopischen Gréfien der Stromung (Dichte, Druck, Geschwindigkeit etc.) relevant,
ohne die EinzelgroBen jedes Teilchens kennen zu miissen.

Zielfihrender ist daher die Beschreibung von Strémungsvorgéingen mithilfe eines Ge-
schwindigkeitsfelds (sieche Abb. 6.7)

v=wv(r,t) . (6.56)

Eine Bahnlinie ist die Verbindungslinie, die ein Fluidteilchen durchlauft, wihrend eine
Stromlinie die Tangente an das Geschwindigkeitsfeld ist.

Zur Vereinfachung werden inkompressible Fluide, d. h. Fliissigkeiten, betrachtet. Zudem
soll die Stromung stationér sein, also sich nicht mit der Zeit verdndern. Wéare die
Geschwindigkeit an einem raumfesten Ort nach Grofle und Richtung von der Zeit abhéngig,
so ware die Stromung instationr.

6.7 Kontinuitatsgleichung

Bei der Stromung eines Fluids durch ein Rohr muss der Massenstrom 1, d. h. die zeitliche
Anderung der Masse m, die durch das Rohr strémt, erhalten bleiben, da sich bei der
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Geschwindigkeits-

vektor

Stromlinie

Abbildung 6.7. Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Fluids. Die Stromlinie ist die Tangente
an die Geschwindigkeitsvektoren.

Stromung der Massenstrom nicht verdndern kann. Das Fluid habe die Dichte p und
strome mit der Geschwindigkeit v durch eine Querschnittsfliche A. Daraus lésst sich
ableiten

dm =20
=d(o-v-A)=0
sv-A-dot+to- A-dv+v-0-dA=0

do dv dA
> S+ — =

0 v A

— ~—~~ ~~
S S S
[SATSA
o
~— ~— — —

0

Aus dieser Differentialgleichung folgt, dass die Summe aus den Anderungen der Dichte, der
Geschwindigkeit und der Querschnittsfliche bezogen auf die jeweiligen Grofien gleich Null
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sein muss. Bei inkompressiblen Fluiden, wie zum Beispiel Fliissigkeiten, ist ¢ konstant,
sodass folgt

do=0 (6.61)

dv dA

— 4+ —=0 6.62
= T (6.62)
= Inv+In A = k (Integrationskonstante) (6.63)
= In(v-A) =k (6.64)
= v- A=k = konst. (6.65)

Das Produkt v - A wird als Volumenstrom @) bezeichnet. Aus der Massenstromerhaltung
= konstant folgt damit

iy = 1hs (6.66)
:>Q1-’L)1'A1:Q2-’UQ-A2 (667)
= Q= - A; = vy - Ay = konst. (6.68)

Beim Durchstromen eines Rohres, welches seine Querschnittsfliche A im Stromungsverlauf
verandert, dndert sich entsprechend auch die Stromungsgeschwindigkeit v. Wird die
Querschnittsflache kleiner, so wird die Stréomungsgeschwindigkeit gréBer und umgekehrt
(siehe Abb. 6.8). Gleichung (6.68) wird daher als Kontinuitatsgleichung bezeichnet.

6.8 Bernoulli-Gleichung

Die hydrostatische Grundgleichung beschreibt in einem statischen Fluid den Druckverlauf
innerhalb des Fluids, der sich aus einem Umgebungsdruck und einem Druckterm zusam-
mensetzt, der auf die potenzielle Energie beruht. Stromt das Fluid, so ist zu erwarten,
dass ein weiterer Druckterm auftritt, der sich aus der kinetischen Energie des strémenden
Fluids ableiten lasst. Dies fiihrt schliefllich auf die Bernoulli-Gleichung.

In Abbildung 6.9 ist ein Stromfaden in einem Schwerefeld dargestellt, der im Winkel «
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Al

Abbildung 6.8. Kontinuitdt eines Volumenstroms durch ein Rohr mit unterschiedlichen FI&-
chen A und daraus resultierenden Geschwindigkeiten v.

geneigt ist. Der Stromfaden habe die infinitisimale Lange ds und die Querschnittsfliche
dA. An der Unterseite des Stromfadens wirkt der Druck p, an der Oberseite wirkt ein
Druck, der um dp = % - ds vom Druck p abweicht. Die Masse dm des Stromfadens ist

dm=p-dA-ds (6.69)
wobei ¢ die Dichte des Fluids ist. Die Gewichtskraft G des Stromfadens betrigt

G=—-dm-g=—g-cosa-dm . (6.70)

v
Anwenden des Newtonschen Axioms > F; =m - T auf ein Element eines Stromfadens

mit den wirkenden Kraften

1. Gewichtskraft —g - cos - dm,

2. Druckkrafte p - dA und — <p + gst> -dA und

3. Reibungskraft —R.
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Abbildung 6.9. Herleitung der Bernoulli-Gleichung anhand eines Stromfadens. Auf den Strom-
faden der infinitisimalen Lénge ds wirkt von unten auf die Querschnittsfliche
dA der Druck p und von oben der Druck p 4+ 9p/0s - ds, der sich entlang des
Stromfadens ds vom Druck p unterscheidet. Zudem wirkt die Gewichtskraft
dm - g senkrecht nach unten.

entlang des Stromfadens fiihrt zu

d
Q-dA-ds-—U =pdA — (p—l—apds> dA—R—p-g-dA-ds-cosa . (6.71)
— dt 0s —
dm dm-g

Durch Division durch dA - ds und Ersetzen der Reibungskraft durch den Term R’ := ﬁ
folgt

——S—R’—g-g‘cosa . (6.72)
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Der Cosinus lasst sich ersetzen durch cosa = d—z, sodass folgt
s
dv  Op , dz
Q'E——OS—R—QQ A (6.73)

Unter der Annahme, dass die Geschwindigkeit v eine Funktion von Ort s und Zeit ¢ ist,
ergibt sich

v=1(s,t) (6.74)
= dv = (;:dt + (;st (6.75)
jZ’:Z+gZ’.Zﬁ (6.76)
j%:%ij.%mjt%:U . (6.77)

Mit folgender mathematischer Identitét

0 9 ov ov
v
=2.v. — 6.79
C (6.79)
ov 1 0v?
folgt durch Einsetzen von (6.80) in (6.77)
dv  ov 1 0 9
>Fr_r 2 . .81
a2 5 () (6.81)
Damit folgt fiir das Newtonsche Axiom
ov o O o Op dz ,
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Diese partielle Differentialgleichung lasst sich nicht direkt integrieren. Fir reibungs-
freie Stromungen (R’ = 0), bei denen die Geschwindigkeit nicht zeitabhéngig ist (v =
v(s),0v/0t = 0), ergibt sich

g-d(v2>+dp+g-g-dz:0 (6.83)

d
mit 95 — —, da Druck und Geschwindigkeit nur noch Funktionen der Strecke s entlang

s S

des Stromfadens sind. Durch Integration dieser Gleichung folgt die Bernoulli-Gleichung
1

p+§-g-v2+g-g-z:k0nst. (6.84)

Entlang eines Stromfadens ist die Summe aus dem Umgebungsdruck oder Schweredruck p,
einem kinetischen Druckanteil %-Q*U2, dem Staudruck, und einem potentiellen Druckanteil
0+ g -z konstant. Ist der Stromfaden in Ruhe (v = 0), so geht die Bernoulli-Gleichung in
die hydrostatische Grundgleichung (6.9) iiber.

Im Folgenden werden einige Anwendungen der Bernoulli-Gleichung dargestellt

Gesamtdruckmessung mit einem Pitotrohr

Mithilfe eines Pitotrohrs lésst sich der Gesamtdruck von stréomenden Fluiden (Fliissig-
keiten oder Gases) messen (siche Abb. 6.10). Ein Fluid der Dichte p strémt mit der
Geschwindigkeit uo.. Zudem herrsche der statische Druck ps.. Durch den Gesamtdruck
des stromenden Fluids wird eine Fliissigkeit der Dichte op um die Héhe h angehoben.
Die Bernoulli-Gleichung liefert entlang eines Stromfadens durch das Pitotrohr liefert den
Gesamtdruck pg

poo—i—g-ugo—l—g-g-z;:po-i-o-i—@'g‘z (6.85)
et D, (630
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P

Pr

Abbildung 6.10. Gesamtdruckmessung mit dem Pitotrohr. Das Fluid stromt mit der Ge-
schwindigkeit 1o, und dem statischen Druck pa.

Prandtlsches Staurohr

Die Prandtlsonde oder das Prandtlsche Staurohr wird als stromungsmechanisches Mess-
instrument verwendet, um den Staudruck in einem Fluid zu messen (sieche Abb. 6.11).
An der Spitze der Sonde iibt das stromende Fluid einen Druck aus, der sich aus dem
Staudruck und dem statischen Druck zusammensetzt. Diesem Druck wird der statische
Druck entgegengesetzt, der iiber die seitlichen Offnungen wirkt.
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p

u

o)

.y
>

Pr

Abbildung 6.11. Messung des Staudrucks mithilfe des Prandtlsches Staurohrs.

Entlang eines Stromfadens gilt die Bernoulli-Gleichung, also

poo+§.ugo+g‘g-z=po+0+g'g'2 (6.87)
= P0 — Poo :gugo (6.88)

Der Druckunterschied py — poo lésst sich aus der Hohendifferenz und dem damit verbun-
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denen statischen Druck der Fliissigkeitssiule eines Fliissigkeitsmanometers ablesen

Ap=gr-g-h (6.89)

2. or-q-h
jum:,/% . (6.90)

Mithilfe des Prandlschen Staurohrs lasst sich damit aus der Messung des Druckunter-
schieds die Stromungsgeschwindigkeit eines inkompressiblen Fluids bestimmen.

Ausfluss aus einem Gefal3

Schliefflich wird das Ausstromen einer Fliissigkeit aus einem Gefafi betrachtet. Der Be-
hélter sei bis zur Hohe h mit einer Fliissigkeit der Dichte g gefiillt. Die Wasseroberfléche
sei A; und sinkt mit der Geschwindigkeit v; ab. Die Fliissigkeit stromt an der Unter-
seite des Behélters durch ein Rohr mit der Querschnittsflache As aus (Abb. 6.12); die
Stromungsgeschwindigkeit sei vs.

4 p;

Abbildung 6.12. Ausstromen einer Fliissigkeit aus einem Gefafl und daraus resultierende
Stromungsgeschwindigkeit.
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Betrachtet wird ein Stromfaden von @ nach @. Entlang dieses Stromfadens gilt die
Bernoulli-Gleichung

p1+g-g~h+§~v%:p2+0+§-v§ (6.91)
2. (py —
:>v2:\/v%+2-g‘h+(plgm) (6.92)

Aus der Kontinuitétsgleichung (6.68) ergibt sich mit dem Verhéltnis der Flachen und
Stromungsgeschwindigkeiten

Al V1 = AQ * V9 (693)

2. (pg —
9. g h+ (p1 — p2)

= vy = g . (6.94)
- (%)
Ay
Fiir A1 > Ay (und damit v1 &~ 0) und p; = pa = pa, wobei pp der Umgebungsdruck ist,
ergibt sich die Torricelli-Gleichung

va=+2-g-h (6.95)

Volumenstrom Q = As - vy = As-/2-g-h . (6.96)

Die Ausstromgeschwindigkeit hdngt damit nur von der Fiillhéhe h und der Erdbeschleu-
nigung g ab.
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